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Resumo
Em Timor Leste (TL), o uso de Tecnologias de Informac¸a˜o e Comunicac¸a˜o (TICS) limita-
se a` utilizac¸a˜o pelos professores dos programas de processamento de texto e folha de ca´lculo
(essencialmente o Word e Excel do Microsoft), na˜o sendo usados quaisquer outros programas
para o ensino da matema´tica. Essa situac¸a˜o motivou-me a investir numa ferramenta que pudesse
ser usada para obter uma maior interatividade no ensino da geometria, a´lgebra e ana´lise ao n´ıvel
do ensino ba´sico e secunda´rio, pois acredito que o uso da TICS no ensino de matema´tica promove
o gosto dos alunos pela disciplina e permite enriquecer a sua aprendizagem.
Neste trabalho partimos de algumas atividades nos to´picos da geometria no espac¸o que esta˜o
nos manuais de matema´tica do ensino ba´sico [2], [3], [4] e secunda´rio [1] de TL e dar-lhe o
cara´ter mais interativo com o aux´ılio do GeoGebra.
Ja´ existe uma grande base de recursos de apoio para trabalhar na versa˜o bidimensional do
GeoGebra: tutoriais e exemplos que podem ser usados no ensino da geometria plana [7]. Pelo
contra´rio, para o estudo da geometria no espac¸o, sa˜o escassos os recursos de apoio utilizando
GeoGebra. Por este motivo, vamos apresentar as caracter´ısticas 3D do programa GeoGebra
e exemplificar as suas potencialidades com atividades que se possam inserir no curriculum do
ensino da geometria (em particular no que vigora atualmente em TL).
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Abstract
In East Timor, the use of Information and Communication Technologies (ICT) by teachers is
restricted to the use in processing text and calculus worksheets software (essencially Word and
Excel of Microsoft) and no other programs are being used to teach Mathematic. This situation
motivated me to invest in an tool that can be used to obtain more interactivity in teaching
geometry, algebra and analysis at basic and secondary school grade, since i believe that the use
of ICT in math education can promote the students to be like to study the subject and allows
to enrich their skills.
In this work we started by some activities with topics of geometry in space that were in the
math’s manual of basic level [2], [3], [4] and secondary level [1] in East Timor with more
interactive behaviour supported by GeoGebra.
There is a lot of tools concerning the two-dimensional version of GeoGebra: tutorials and
examples can be used in teaching plane geometry. On the contrary, for the study of geometry
in space, there are a few resources to support GeoGebra. Because this reason, we will present
the characteristics 3D of GeoGebra and show its power with activities that can be included in
the curriculum of teaching geometry (in particular in the one used in in East Timor).
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Palavras Chaves
Ensino da matema´tica em Timor-Leste, tecnologias no ensino da matema´tica, visualizac¸a˜o de
objetos tridimensionais, geometria dinaˆmica, GeoGebra.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O GeoGebra [8] foi introduzido por Markus Hohenwarter em 2001 com o intuito de produzir
uma ferramenta computacional que fizesse a ligac¸a˜o entre a´lgebra e geometria. Este programa
tem sido constantemente melhorado e em Dezembro de 2014 surgiu a nova versa˜o 5.0 que
permite trabalhar em geometria tridimensional (3D). O GeoGebra pertence a um grupo de
programas que fornecem ferramentas para abordar o que se classifica atualmente como geometria
dinaˆmica. Este programa permite elaborar construc¸o˜es geome´tricas em que as relac¸o˜es entre
os va´rios objetos se mante´m mesmo alterando algumas das condic¸o˜es iniciais. Por exemplo
podemos desenhar treˆs pontos e unir estes treˆs pontos por treˆs segmentos de reta, formando
assim um triaˆngulo. O GeoGebra permite mover os pontos iniciais e os treˆs segmentos ajustam-
se automaticamente aos novos pontos de modo a continuar a formar um triaˆngulo, como vemos
na figura seguinte1
Figura 1.1: Triaˆngulo
1Na versa˜o eletro´nica desta dissertac¸a˜o todas as figuras teˆm uma hiperligac¸a˜o que permite abrir a
construc¸a˜o diretamente no navegador da internet.
1
As possibilidades que o programa fornece na a´rea de geometria dinaˆmica em que va´rios objetos
geome´tricos sa˜o constru´ıdos de uma maneira “visual” (ver secc¸a˜o 2.2.2) sa˜o complementadas
com o mo´dulo alge´brico que permite definir os objetos de uma forma anal´ıtica. Esta duali-
dade na criac¸a˜o dos objetos tambe´m e´ acompanhada na sua apresentac¸a˜o. Qualquer objeto
criado no GeoGebra tem sempre, para ale´m da sua representac¸a˜o gra´fica, uma representac¸a˜o
alge´brica. Por exemplo, os pontos e os segmentos da figura anterior esta˜o tambe´m representados
algebricamente numa janela que se denomina Folha Alge´brica.
Figura 1.2: Folha alge´brica
O programa pode ser obtido gratuitamente e executado num navegador da web [5] sem qualquer
instalac¸a˜o pre´via. Existem tambe´m verso˜es, de fa´cil e ra´pida instalac¸a˜o, para os sistemas
operativos mais utilizados na atualidade [6]. Para instalar este programa no computador, o
utilizador deve aceder ao local oficial do GeoGebra - “ http://www.geogebra.org”. As figuras
seguintes correspondem respetivamente a` execuc¸a˜o do GeoGebra no sistema operativo o windows
da microsoft (fig. 1.3) e a` execuc¸a˜o numa pa´gina web (fig. 1.4).
Figura 1.3: Ambiente GeoGebra - desktop
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Figura 1.4: Ambiente GeoGebra - web
Cada tipo de folha do GeoGebra tem uma barra de ferramentas associada e esta´ dispon´ıvel
quando ativa no menu vista do programa. A barra de ferramentas da folha gra´fica 3D e´
apresentada no topo da janela do GeoGebra e esta´ dividida em 14 grupos. Em cada instante so´
e´ vis´ıvel apenas um dos ı´cones de cada grupo de ferramentas. Para aceder a outras ferramentas
do mesmo grupo selecionamos o pequeno triaˆngulo existente em baixo e a´ direita do ı´cone que
esta´ atualmente vis´ıvel. Desta forma temos acesso a todas as ferramentas do grupo.
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Figura 1.5: Ferramentas para desenhar os so´lidos geome´tricos
Na figura anterior mostra-se um dos grupos das ferramentas que so´ se encontra na folha gra´fica
3D, que e´ o grupo de ferramentas sobre so´lidos geome´tricos. As ferramentas da folha gra´fica
3D segue uma filosofia ideˆntica a`s ferramentas associadas a` folha gra´fica 2D. Cada ferramenta
gera um objeto que depende de algumas condic¸o˜es iniciais e, alterando essas condic¸o˜es, as
propriedades dos objetos permanecem. Por exemplo criando uma esfera com centro num ponto
A e um raio r, se movemos o ponto que e´ o centro da esfera veremos que a esfera se ajusta a´s
novas coordenadas do ponto.
Figura 1.6: Esfera - “Ponto e Raio”
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Na folha gra´fica 3D o utilizador tera´ de saber como movimentar os objetos no espac¸o. Enquanto
na folha gra´fica 2D basta apenas arrastar os pontos com o apontador do rato na direc¸a˜o que
se pretende, na folha gra´fica 3D temos mais uma dimensa˜o para controlar. Para escolher o
aˆngulo de visualizac¸a˜o dos objetos na folha gra´fica 3D devemos selecionar a ferramenta com
ı´cone mover e assim arrastando o apontador do rato rodamos o referencial da folha gra´fica 3D.
Para mover pontos na folha gra´fica 3D e´ poss´ıvel alternar entre dois modos, clicando no ponto
pretendido. No modo plano “xOy” vai aparecer a seta “ ” que permite deslocar o ponto
paralelamente ao plano “xOy” sem alterar a coordenada z. No modo “eixo dos zz” vai aparecer
a seta “ ” e´ poss´ıvel deslocar o ponto paralelamente ao “eixo dos zz” sem alterar as coordenadas
x e y. Uma descric¸a˜o alargada de como funciona a folha gra´fica 3D e as respetivas ferramentas
pode ser vista no cap´ıtulo 2 (pa´g. 7).
No cap´ıtulo 3 (pa´g. 45) faremos a construc¸a˜o de alguns mo´dulos que podem ser utilizados como
base para diferentes atividades no contexto da sala de aula na a´rea de geometria no espac¸o. Na
secc¸a˜o (3.2.1) podemos ver como as ferramentas ja´ inclu´ıdas no GeoGebra nos permitem uma
abordagem a` planificac¸a˜o de poliedros bem mais apelativa do que as atividades existentes nos
manuais atuais.
Figura 1.7: Planificac¸a˜o do cubo
Na figura anterior apresentamos uma planificac¸a˜o do cubo constante no manual matema´tica
8o ano [3] (pa´g.126 ). A sua total interatividade na˜o pode ser vista na versa˜o impressa da
dissertac¸a˜o mas apenas acedendo ao link : “http://ggbtu.be/mesOGafLs”. Na versa˜o eletro´nica
basta seguir a hiperligac¸a˜o que existe na imagem.
Contrariamente ao apresentado na construc¸a˜o anterior, a obtenc¸a˜o da interatividade na plani-
ficac¸a˜o de outros so´lidos que na˜o estejam contidas na ferramenta existente no GeoGebra e´ uma
tarefa que exige um tratamento mais cuidado e longo na sua abordagem. Por exemplo, na secc¸a˜o
(3.3.1) descrevemos como obter um mo´dulo do GeoGebra de apoio a uma tarefa proposta no
manual matema`tica 9o ano [4] do ensino ba´sico (pa´g.135 ), que corresponde a uma planificac¸a˜o
do cilindro. Nesta secc¸a˜o como na secc¸a˜o (3.3.2) do cone tivemos de implementar as ferramentas
de rotac¸a˜o de uma superf´ıcie em abstrato. Os comandos existente no GeoGebra para rotac¸a˜o
na˜o se aplicam as superf´ıcies em abstrato. Embora exista um comando que permite esboc¸ar
superf´ıcie no espac¸o, os comandos rotac¸a˜o e translac¸a˜o so´ se aplicam aos poliedros. Assim fomos
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obrigados a implementar uma ferramenta que permite a rotac¸a˜o de superf´ıcie no GeoGebra. Isto
pode ser visto na secc¸a˜o (3.3) e e´ aplicado nas construc¸o˜es (fig. 3.54) e (fig. 3.63).
Na secc¸a˜o (3.4) veremos como uma manipulac¸a˜o adequada das ferramentas do GeoGebra per-
mite de uma forma bastante elucidativa abordar o tema das co´nicas como a intersec¸a˜o de um
plano com um cone (secc¸a˜o 3.4.1) ou um cilindro (secc¸a˜o 3.4.2).
Figura 1.8: Elipse
Figura 1.9: Elipse
Como ja´ se referiu, sempre que for elaborada uma construc¸a˜o e apresentada uma figura neste
trabalho, a pro´pria figura conte´m uma hiperligac¸a˜o para a construc¸a˜o. Essas construc¸o˜es esta˜o
hospedadas num servic¸o designado por “GeoGebraTube” [9] que corresponde ao alojamento
similar ao alojamento de v´ıdeos fornecidos pelo youtube.
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Cap´ıtulo 2
GeoGebra
O GeoGebra e´ um software de geometria dinaˆmica livre, que permite a construc¸a˜o de diversos
objetos geome´tricos, como pontos, vetores, segmentos, retas, secc¸o˜es co´nicas, gra´ficos represen-
tativos de func¸o˜es e curvas parametrizadas; os quais podem ser modificados dinamicamente.
2.1 Iniciar o programa
Ao executar o GeoGebra ira´ aparecer uma janela que permite escolher seis maneiras distintas
de iniciar o programa que sa˜o designadas no GeoGebra por “disposic¸o˜es”. Como mostra na
figura seguinte:
Figura 2.1: Ambiente GeoGebra - desktop
O GeoGebra e´ constitu´ıdo por va´rios mo´dulos como a´lgebra, geometria 2D, geometria 3D,
folha de ca´lculo, probabilidades e estat´ıstica. Cada um deste mo´dulos tem associada uma
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janela pro´pria no GeoGebra. Estas janelas podem estar ou na˜o ativas consoante a` opc¸a˜o do
utilizador. Ao iniciar o GeoGebra, ele apresenta va´rias opc¸o˜es como disposic¸o˜es iniciais destas
janelas1. As va´rias opc¸o˜es dispon´ıveis sa˜o:
1. A´lgebra e Gra´ficos.
Selecionando esta opc¸a˜o ira´ aparecer a folha alge´brica e a folha gra´fica 2D. A folha
alge´brica que como o nome indica conte´m a representac¸a˜o alge´brica dos va´rios objetos que
venham a ser constru´ıdos. Na folha gra´fica 2D pode-se trabalhar com objetos geome´tricos
bidimensionais.
2. Geometria.
Nesta disposic¸a˜o apenas aparece a janela da folha gra´fica 2D, ficando escondida a ja-
nela alge´brica. Sera´ u´til quando se pretende apenas usar a barra de ferramentas para
introduc¸a˜o dos objetos 2D, e na˜o estamos interessados na sua representac¸a˜o anal´ıtica.
3. Folha de Ca´lculo.
A folha de ca´lculo permite trabalhar com objetos geome´tricos duma maneira similar como
se trabalha nas atuais folhas de ca´lculo tipo excel.
Para qualquer objeto constru´ıdo no GeoGebra e´ poss´ıvel fazer com que a sua definic¸a˜o
alge´brica aparec¸a numa ce´lula da folha de ca´lculo definindo o nome do objeto com a letra
e o nu´mero do ı´ndice da ce´lula. Por exemplo, se definimos um ponto com o nome A3, a
sua descric¸a˜o alge´brica aparece na ce´lula da coluna A e linha 3. Reciprocamente, podemos
introduzir na pro´pria ce´lula, os comandos que definem o objeto pretendido (precedido de
=), tal e qual como se introduz na linha de entrada ficando assim, o objeto com o nome
da linha e coluna da ce´lula em questa˜o.
Por exemplo se digitarmos =(1,2,3) na ce´lula B2, sera´ desenhado o ponto =(1,2,3) com
o nome B2.
4. CAS (A´lgebra computacional simbo´lica).
A folha CAS permite efetuar no GeoGebra a´lgebra computacional como derivac¸a˜o, inte-
grac¸a˜o, etc.
5. Gra´ficos 3D.
A folha gra´fica 3D e´ aquela em que este trabalho assenta e corresponde a` representac¸a˜o
gra´fica dos objetos no espac¸o.
6. Probabilidade e estat´ıstica.
Este e´ um mo´dulo que foi introduzido na versa˜o 5.0 mas que na˜o sera´ explorado neste
trabalho.
1Neste trabalho utilizaremos o termo “folha” quando falamos de uma janela do GeoGebra
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2.2 Folha Gra´fica 3D no desktop
Se selecionarmos o modo da folha gra´fica 3D aparecera´ uma janela com o aspeto seguinte.
Figura 2.2: Ambiente GeoGebra 3D
Na janela que aparece selecionando folha gra´fica 3D podemos distinguir cinco zonas de trabalho
que passamos a elencar:
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2.2.1 Menu Principal
Figura 2.3: Menu principal
A barra de menus fica na parte superior da janela GeoGebra, e e´ composta pelos sete grupos de
opc¸o˜es que passamos a descrever.
1. Ficheiro
O menu ficheiro funciona de modo ana´logo ao de outros editores tais como o Microsoft
word. O utilizador pode usa´-lo para abrir, gravar e exportar o ficheiro da sua construc¸a˜o.
Uma das opc¸o˜es e´ “Abrir do GeoGebratube”. Como referimos na pa´gina 6, o GeoGe-
braTube e´ um servic¸o de alojamento de construc¸o˜es de GeoGebra similar ao servic¸o de
youtube para v´ıdeos. Para esta opc¸a˜o, o computador do utilizador precisa de ter acesso
a` internet, sendo enta˜o poss´ıvel aceder automaticamente aos materiais alojados no Ge-
oGebraTube. Outro item que se deve realc¸ar e´ a func¸a˜o “Exportar”. Aqui o utilizador
encontra varias opc¸o˜es que permitem guardar a sua construc¸a˜o em diferentes formatos.
Neste trabalho todas as construc¸o˜es foram exportadas utilizado a opc¸a˜o “Exportar” como
“Folha de Trabalho Dinaˆmica como Pa´gina Web (html)”2. Selecionando esta opc¸a˜o de
exportac¸a˜o obtemos uma janela ideˆntica a` que se mostra na figura seguinte:
2Antes de utilizar esta opc¸a˜o o utilizador necessita ter efetuado o login na GeoGebraTube. Isto e´
solicitado na primeira vez que o GeoGebra e´ executado.
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Figura 2.4: Janela enviar construc¸a˜o para GeoGebraTube
A informac¸a˜o inserida nos campos da figura anterior vai aparecer na descric¸a˜o da cons-
truc¸a˜o que sera´ inserida no GeoGebraTube. A construc¸a˜o sera´ inserida com o mesmo
aspeto que apresenta atualmente ao se selecionar a func¸a˜o “Exportar”. Assim se tiver-
mos a folha de a´lgebra e a folha gra´fica 3D abertas a construc¸a˜o ficara´ guardada com as
mesmas caracter´ısticas, ou seja, a folha de a´lgebra e a folha gra´fica 3D estara˜o abertas
sempre que se aceder a esta construc¸a˜o no GeoGebraTube. Depois de enviar a informac¸a˜o
pela janela anterior, o utilizador ainda vai ter que preencher campos adicionais na pa´gina
web do GeoGebraTube tais como se o material vai ficar acess´ıvel a todo o pu´blico ou vai
ser restrito; qual a audieˆncia que se acha ajustada: alunos, professor do ensino ba´sico,
professor do ensino secunda´rio, etc. Nesta fase tambe´m se tem acesso no GeoGebraTube a
um leque de “Configurac¸o˜es avanc¸adas” onde pode ser selecionado opc¸o˜es adicionais tais
como mostrar ou esconder barra de menus, mostrar ou esconder barra de ferramentas,
mostrar ou esconder campo de entrada, etc.
2. Editar
No menu editar temos a possibilidade de aceder ao item propriedades dos objetos. Aqui
abre-se uma janela onde o utilizador pode controlar o aspeto dos objetos apresentados
nas va´rias folhas gra´ficas.
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3. Vista
Neste menu o utilizador tem possibilidade de mostrar e esconder os va´rios mo´dulos do
GeoGebra. Salienta-se que todas as construc¸o˜es que se fac¸am na folha gra´fica 2D sera˜o
representadas no plano “xOy” da folha gra´fica 3D. Assim, podera˜o ser usadas todas as
ferramentas conhecidas da folha gra´fica 2D para construir os objetos no plano “xOy”. Se
pretendermos efetuar uma construc¸a˜o 2D e na˜o quisermos que aparec¸a no plano “xOy”
teremos de usar o item “Folha Gra´fica 2D 2”.
4. Opc¸o˜es
Aqui temos va´rias maneiras de configurar o comportamento da aplicac¸a˜o do GeoGebra.
Neste menu o utilizador pode modificar o arredondamento dos valores nume´ricos, mudar
o tamanho das fontes, mudar idioma, rotulagem, etc. A opc¸a˜o “Rotulagem” conteˆm
quatro opc¸o˜es como “Automa´tica” onde mostra automaticamente as rotulagens, “Todos
os Objetos Novos”, “Nenhum Objeto Novo” e “Apenas Pontos Novo”.
Por exemplo, quando desenhamos um paralelep´ıpedo e a sua planificac¸a˜o, ativamos pri-
meiro a opc¸a˜o “Apenas Pontos Novos”. Deste modo desenhamos um poliedro e na sua
planificac¸a˜o ira´ aparecer apenas ro´tulos para os novos pontos, sem que aparec¸am ro´tulos
para os outros objetos tais como faces, arestas, etc, ver (fig. 2.5). Na (fig. 2.6) mostra-se
a diferenc¸a quando se efetua a mesma construc¸a˜o e a opc¸a˜o ro´tulo automa´tica esta´ ativa.
Figura 2.5: Paralelep´ıpedo e sua planificac¸a˜o
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Figura 2.6: Paralelep´ıpedo e sua planificac¸a˜o
Neste trabalho optamos pela opc¸a˜o “Apenas Pontos Novos” antes de elaborar qualquer
construc¸a˜o. Quando foi necessa´rio acrescentar ro´tulos a outros objetos fazemos essa
alterac¸a˜o na folha alge´brica ou atrave´s do menu de contexto, pressionando o bota˜o direito
do rato quando a cursor estiver sobre o objeto que pretendemos rotular.
5. Ferramentas
Neste menu existem treˆs possibilidades. No item “Personalizar a Barra de Ferramentas”
e´ poss´ıvel gerir e organizar as ferramentas que sa˜o mostradas na janela do GeoGebra. Na
opc¸a˜o “Criar Nova Ferramenta” o utilizador pode criar as suas pro´prias ferramentas. A
opc¸a˜o “Gerir Ferramentas” serve para o utilizador efetuar a gesta˜o das ferramentas que
construiu. Este menu e´ ideˆntico ao menu das folhas gra´ficas 2D.
Na pa´gina 89 poder-se-a´ ver a criac¸a˜o e utilizac¸a˜o de novas ferramentas no GeoGebra.
6. Janela
O GeoGebra permite trabalhar em simultaˆneo em va´rias construc¸o˜es, podendo ter janelas
distintas abertas simultaneamente e cada janela ter uma disposic¸a˜o diferente. E´ neste
menu que se faz a gesta˜o das janelas ativas.
7. Ajuda
Aqui o utilizador tem acesso direto ao manual alojado na pa´gina da internet do GeoGebra.
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2.2.2 Barra de Ferramentas
Figura 2.7: Barra de ferramentas
E´ neste local que se encontram as ferramentas padra˜o que permitem a construc¸a˜o dos objetos
matema´ticos 3D. Ao posicionar o ponteiro do rato sobre cada uma destas ferramentas, aparecera´
uma breve descric¸a˜o de como utiliza´-la. Esta barra oferece uma ampla variedade de ferramentas
que podem aceder com o rato e que criam objetos tridimensionais diretamente na folha gra´fica
3D. Ela aparece no topo da folha gra´fica 3D e esta´ dividida em 14 grupos, em que apenas um
dos ı´cones aparece conforme o indicado na figura.
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Figura 2.8: 14 grupos na barra de ferramentas
Para se aceder a outra ferramenta do grupo tem que se selecionar o triaˆngulo no canto inferior
direito do ı´cone atual representativo do grupo, ficando assim acess´ıveis a restantes ferramen-
tas. Podemos enta˜o selecionar a que desejarmos. O ı´cone correspondente a` ferramenta assim
selecionada vai ser aquele que vai ficar vis´ıvel como ı´cone do grupo.
De seguida iremos descrever brevemente as ferramentas dispon´ıveis nesta barra. A filosofia
subjacente ao funcionamento desta barra derivam da folha gra´fica 2D.
1. Mover
Figura 2.9: Ferramenta para mover
Esta ferramenta e´ utilizada para arrastar e mover os pontos livres (O ponto de cor azul
ou o ponto que na˜o depende de outro valor). Para mover um ponto num sistema de
coordenadas 3D, e´ poss´ıvel alternar entre dois modos, clicando sucessivamente no ponto
pretendido.
No modo plano “xOy” vai aparecer a seta “ ” que permite deslocar o ponto paralela-
mente ao plano “xOy” sem alterar a coordenada z. No modo “eixo dos zz” vai aparecer
a seta “ ” e´ poss´ıvel deslocar o ponto paralelamente ao “eixo dos zz” sem alterar as
coordenadas x e y.
Na folha gra´fica 3D e´ poss´ıvel usar a tecla “Page Up” para mover um objeto selecionado
para cima, e a tecla “Page Down” para mover um objeto selecionado para baixo.
Ao selecionar um ponto ou objeto no modo “mover”, pode-se apagar o ponto ou objeto
pressionando a tecla “delete”. E´ poss´ıvel ativar a ferramenta “mover” pressionando a
tecla “esc”.
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2. Pontos
Figura 2.10: Ferramentas para desenhar os pontos
2.1 Novo Ponto
Clicando numa a´rea livre da folha gra´fica 3D cria-se um novo ponto (x, y, 0) com
x, y ∈ R. As coordenadas x e y do ponto sa˜o fixadas quando o bota˜o do rato e´
libertado. O GeoGebra colocara´ o ponto sobre o plano xOy, cabendo ao utilizador
mover o ponto para a cota pretendida. Por omissa˜o, o ponto marcado aparecera´
tambe´m na folha gra´fica 2D. As coordenadas tambe´m podem ser alteradas na folha
alge´brica.
2.2 Ponto no Objeto
Para criar um ponto sobre um Objeto, clicar primeiro no bota˜o da ferramenta e
depois sobre o objeto. Este novo ponto pode ser movido com recurso a` ferramenta
“Mover” (fig. 2.9), mas o seu movimento fica restrito ao objeto a que pertence.
2.3 Intersecc¸a˜o de dois objetos
Clica-se em dois objetos ou na sua intersec¸a˜o e cria-se um novo ponto correspondente
a` sua intersecc¸a˜o.
2.4 Ponto Me´dio ou Centro
Clica-se em dois pontos, num segmento de reta, numa circunfereˆncia ou numa co´nica
e obte´m-se o ponto me´dio ou o centro do objeto.
2.5 Ligar/Desligar Ponto
Permite associar um ponto a um objeto clicando no ponto seguido do objeto.
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3. Retas e Vetores
Figura 2.11: Ferramentas para desenhar as retas e vetores
3.1 Reta (Dois Pontos)
Seleciona-se (ou cria-se) dois pontos para obter uma reta que passa por eles.
3.2 Segmento de Reta (Dois Pontos)
Seleciona-se (ou cria-se) dois pontos para obter um segmento com in´ıcio e fim nestes
pontos escolhidos.
3.3 Segmento de Reta (Ponto, Comprimento)
Seleciona-se um ponto e digita-se o comprimento do segmento no campo compri-
mento do quadro de dia´logo que surge.
3.4 Semi Reta (Dois Pontos)
Selecionar um primeiro ponto que sera´ a origem da semirreta e um segundo ponto
pelo qual a semirreta ira´ passar.
3.5 Vetor (Origem, Extremidade)
Selecionar dois pontos, em que o primeiro e´ a origem do vetor e o segundo e´ a
extremidade.
3.6 Vetor aplicado num Ponto
Comec¸a-se por definir um vetor com o comando anterior, de seguida seleciona-se um
ponto ou cria-se um novo ponto e aplica-se o vetor a este ponto.
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4. Retas condicionadas
Figura 2.12: Ferramentas para desenhar as retas especiais
4.1 Reta Perpendicular
Para criar uma reta que passa por um determinado ponto e e´ perpendicular a outra
reta ou a um plano, comec¸a-se por escolher o ponto e depois seleciona-se a reta ou
o plano ao qual a nova reta sera´ ortogonal.
4.2 Reta Paralela
Enviar uma reta que passa pelo ponto A e e´ paralela a uma reta t, cria-se o ponto
A e de seguida seleciona-se a reta t. Assim, o comando cria uma reta s paralela a t
que passa por A.
4.3 Bissetriz
Seleciona-se duas retas concorrentes num ponto ou treˆs pontos na˜o colineares e cria-
se a bissetriz associada a estas duas retas ou aos treˆs pontos selecionados.
4.4 Tangentes
Podem-se produzir tangentes a co´nicas e gra´ficos das func¸o˜es. Para que as retas
tangentes estejam definidas e´ preciso que todos os objetos que definem estejam no
plano xOy.
4.5 Reta Polar ou Diametral
Esta ferramenta cria a reta polar ou diametral de uma co´nica (circunfereˆncia e
elipse). Selecionar um ponto e a co´nica para obter a reta polar. Selecionar uma
reta ou um vetor e uma secc¸a˜o co´nica para obter a reta diametral. Este comando
tambe´m funciona apenas quando os objetos esta˜o no mesmo plano.
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4.6 Lugar Geome´trico
Seja A um ponto definido num objeto B (linha, curva ou gra´fico de func¸a˜o) e P um
ponto que depende de A. Esta ferramenta permite visualizar o lugar geome´trico que
P percorre quando A percorre todos os pontos do objeto B. Depois de selecionar
esta ferramenta escolhemos o ponto P e depois o ponto A.
5. Pol´ıgono
Figura 2.13: Ferramentas para desenhar o pol´ıgono
Esta ferramenta permite construir no plano “xOy” um pol´ıgono a partir da escolha dos
seus ve´rtices. Selecionamos sucessivamente todos os pontos que pretendemos para ve´rtices
do pol´ıgono e no final escolhemos novamente o ponto inicial e desta maneira o pol´ıgono e´
constru´ıdo.
Por exemplo, para construir um prisma hexagonal que esta´ no manual matema´tica 8o ano
[3] do ensino ba´sico (pa´g. 126 ), teremos de recorrer ao mecanismo de ligac¸a˜o entre as
folhas gra´ficas 2D e 3D. No momento da escrita deste trabalho, na˜o existe ferramenta
na folha gra´fica 3D que construa automaticamente um prisma cuja base e´ um pol´ıgono
regular, mas existe ferramenta na folha gra´fica 3D que constro´i um prisma dado os ve´rtices
da sua base e na folha gra´fica 2D uma ferramenta que produz um pol´ıgono regular. Assim
constru´ımos na folha gra´fica 2D um pol´ıgono regular e ele aparece no plano “xOy” da
folha gra´fica 3D. Utilizamos depois este pol´ıgono como os paraˆmetros para a ferramenta
prisma da folha gra´fica 3D. Obtemos deste modo um prisma, em que a sua base e´ um
pol´ıgono regular.
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Figura 2.14: Prisma hexagonal
A construc¸a˜o em cima foi assim obtida: criamos dois pontos A = (1, 0, 0) e B = (1, 1, 0) e
ativamos a ferramenta pol´ıgono regular na folha gra´fica 2D. Selecionamos enta˜o os pontos
A e B (para um lado de um pol´ıgono) e de seguida escolhemos 6 para o nu´mero de lados
do pol´ıgono regular. Obtemos assim hexa´gono regular para base do prisma. De seguida
criamos um seletor s na folha gra´fica 2D que representara´ a altura do prisma. Por fim
com a ferramenta “ Prisma” escolhemos sucessivamente o hexa´gono e o seletor s para
construir o prisma pretendida.
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6. Co´nicas
Neste grupo de ferramentas podemos encontrar va´rias maneiras distintas de construir
algumas co´nicas no espac¸o. Os pro´prios nomes sa˜o sugestivos de qual e´ a co´nica que
e´ constru´ıda. Descremos brevemente quais sa˜o os objetos que cada uma necessita para
gerar a sua construc¸a˜o.
Figura 2.15: Ferramentas para desenhar as co´nicas
6.1 Circunfereˆncia (Eixo, Ponto)
Seleciona-se o eixo em torno do qual sera´ formada a circunfereˆncia e um ponto que
se pretende que esteja contido nela.
6.2 Circunfereˆncia (Centro, Raio e Sentido)
Escolhe-se um ponto para o centro e um nu´mero para o raio da circunfereˆncia
que se pretende. Depois escolhendo uma reta, vetor ou segmento e´ desenhada a
circunfereˆncia de centro e raio escolhidos e ortogonal a` direc¸a˜o da reta, vetor ou
segmento selecionados. Se escolhemos para o terceiro paraˆmetro um plano enta˜o a
ferramenta desenha o c´ırculo de centro e raio escolhidos e paralela a este plano.
6.3 Circunfereˆncia (Treˆs Pontos)
Selecionam-se treˆs pontos por onde passa a circunfereˆncia.
6.4 Arco Circular (Centro, Dois Pontos)
Selecionar, em primeiro lugar, o centro e depois os dois pontos que corresponde ao
in´ıcio e final do arco circular.
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6.5 Arco Circuncircular (Treˆs Pontos)
Selecionam-se treˆs pontos por onde passa o arco circular, sendo o primeiro ponto e
o u´ltimo os extremos do arco a construir.
6.6 Setor Circular (Centro, Dois Pontos)
Seleciona-se primeiro o centro de seguida os dois extremos do setor circular. E´ criado
o setor circular a sombreado.
6.7 Setor Circuncircular (Treˆs Pontos)
Selecionam-se treˆs pontos por onde passa o setor circular, sendo o primeiro ponto e
o u´ltimo os extremos do arco. E´ criado o setor circular a sombreado.
6.8 Elipse
Selecionam-se dois pontos que sa˜o os focos da elipse e um terceiro ponto que pertence
a` elipse pretendida.
6.9 Hipe´rbole
Selecionam-se dois pontos que sa˜o os focos da hipe´rbole e um terceiro ponto que
pertence a` hipe´rbole.
6.10 Para´bola
Seleciona-se um ponto (foco da para´bola) e uma reta (diretriz).
6.11 Co´nica (Cinco Pontos)
Selecionam-se cinco pontos por onde passa a co´nica pretendida.
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7. Intersec¸o˜es de Duas Superf´ıcies
Esta ferramenta constro´i a intersec¸a˜o de duas superf´ıcies que possam ser constru´ıdas com
a barra de ferramentas do GeoGebra. Podemos assim construir a intersec¸a˜o de dois planos,
a intersec¸a˜o de um poliedro com um plano, etc.
Figura 2.16: Ferramenta para desenhar as intersec¸o˜es de objetos
Por exemplo neste trabalho utilizamos este comando na secc¸a˜o da intersecc¸a˜o do cubo
com um plano (3.1.2), secc¸a˜o co´nicas no cone (3.4.1) e secc¸a˜o no cilindro (3.4.2).
8. Planos
Neste grupo temos acesso a`s maneiras distintas de construir planos no GeoGebra.
Figura 2.17: Ferramentas para desenhar os planos
8.1 Plano (Ponto, Ponto, Ponto)
Selecionam-se treˆs pontos por onde passa o plano.
8.2 Plano
Seleciona-se um ponto e uma reta, duas retas ou um pol´ıgono e obte´m-se o plano
em que estes objetos esta˜o contidos
8.3 Plano Perpendicular
Seleciona-se um ponto e uma reta, obtendo-se um plano que passa pelo ponto e e´
perpendicular a` reta.
8.4 Plano Paralelo
Seleciona-se um ponto e um plano, obte´m-se um plano que passa pelo ponto e e´
paralelo ao plano inicial.
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9. So´lidos Geome´tricos
Neste grupo temos acesso a`s construc¸o˜es automa´ticas de va´rios tipos de so´lidos geome´tricos,
tais como prisma, piraˆmide, cilindro, esfera, etc. Quando um so´lido e´ constru´ıdo com esta
ferramenta e´ apresentado na folha alge´brica o valor do seu volume.
Figura 2.18: Ferramentas para desenhar os so´lidos geome´tricos
A seguir vamos ver a utilidade destas ferramentas na elaborac¸a˜o da tarefa 1 do manual
8o ano [3] (pa´g.125 ). Ai e´ pedido para desenhar os so´lidos seguintes.
Figura 2.19: So´lidos geome´tricos
Nas construc¸o˜es dos so´lidos que teˆm superf´ıcies planas como piraˆmides, prismas, cubos
e tetraedros e´ necessa´rio o utilizador criar um pol´ıgono (n lados) para formar as bases
destes so´lidos. Nas construc¸o˜es que se seguem recorremos a` ferramenta “Pol´ıgono” (ver
pa´g. 19) tanto na folha 3D como na 2D para formar as bases dos poliedros.
24
9.1 Piraˆmide
A figura que se segue mostra a construc¸a˜o da piraˆmide triangular, utilizando a
ferramenta “Piraˆmide”. Criamos um pol´ıgono que e´ a base da piraˆmide e de seguida
selecionamos um ponto que e´ o ve´rtice da piraˆmide.
Figura 2.20: Piraˆmide triangular
Nesta construc¸a˜o foram criados treˆs pontos A, B, C e depois ativada a ferramenta
“Pol´ıgono” (ver pa´g. 19) para ligar os treˆs pontos que va˜o formar a base da piraˆmide.
Depois ativou-se a ferramenta “Novo Ponto” (ver pa´g. 16) para criar o pontoD como
o ve´rtice da piraˆmide. Finalmente ativou-se a ferramenta “Piraˆmide” e selecionou-se
o pol´ıgono e depois o ponto D. Surgiu assim a piraˆmide com o nome d na folha
gra´fica e alge´brica. Em ambas as folhas o nome d da piraˆmide e´ seguido pelo valor
do seu volume.
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9.2 Prisma
Tal como na piraˆmide esta ferramenta necessita um pol´ıgono para definir a base e
um ponto para definir a altura da prisma.
Figura 2.21: Prisma triangular
9.3 Extrusa˜o para Piraˆmide ou Cone
Seleciona-se um pol´ıgono ou um c´ırculo e em seguida, digite o valor da altura (como
um nu´mero ou fo´rmula) na caixa de dia´logo que aparece. Sera´ criado uma piraˆmide
ou um cone de altura h e com geratriz passando pelo baricentro do pol´ıgono ou
centro do c´ırculo.
9.4 Extrusa˜o para Prisma ou Cilindro
De igual modo a` ferramenta anterior selecionar a circunfereˆncia ou pol´ıgono e intro-
duzir um valor como a altura.
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9.5 Cone
Se selecionamos dois pontos (que designamos por A e B), de seguida sera´ pedido
um valor para o raio (que designamos por r). A ferramenta constro´i o cone cuja o
eixo e´ a reta AB e a base e´ o c´ırculo ortogonal a AB e´ de raio r.
Figura 2.22: Cone
9.6 Cilindro
Ao ativar esta ferramenta sera´ solicitado dois pontos (A e B) e de seguida um valor
(r). A ferramenta desenha o cilindro de eixo AB e raio r sendo A e B os centros
das suas bases.
Figura 2.23: Cilindro
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9.7 Tetraedro.
Selecionando dois pontos (A e B) obte´m-se um tetraedro de aresta AB.
9.8 Cubo
Selecionando dois pontos (A e B ) obte´m-se um cubo de aresta AB.
9.9 Planificac¸a˜o
Ativando esta ferramenta e escolhendo um poliedro obtemos uma representac¸a˜o da
sua planificac¸a˜o. Na folha alge´brica aparecera´ o nome da planificac¸a˜o seguido do
valor da a´rea da superf´ıcie do poliedro. Simultaneamente e´ criado um seletor na
folha gra´fica 2D que permite animar a planificac¸a˜o. Quando o seletor toma o valor
0 temos o poliedro fechado e quando o seletor toma o valor 1 corresponde ao poliedro
aberto. Para valores entre 0 e 1 do seletor sa˜o produzidas as imagens interme´dias
da transformac¸a˜o do poliedro na sua planificac¸a˜o.
A seguir apresentamos a construc¸a˜o de um cubo com 5cm de aresta que e´ uma
tarefa do manual do 8o ano [3] (pa´g.126). Com a ferramenta “Cubo” no GeoGebra
conseguimos desenhar esse cubo e obter o seu volume. Aplicando a ferramenta
planificac¸a˜o obtemos a a´rea de superf´ıcie do cubo.
Figura 2.24: Cubo e sua planificac¸a˜o
28
10. Esferas
Figura 2.25: Ferramentas para desenhar as esferas
10.1 Esfera (Centro, Ponto)
Seleciona-se o centro da esfera e de seguida um ponto que pertence a` esfera.
Figura 2.26: Esfera “ponto ponto”
10.2 Esfera (Centro, Raio)
Seleciona-se o centro da esfera e introduz-se o raio pretendido.
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Figura 2.27: Esfera “ponto raio”
11. Medidas
Neste grupo temos as ferramentas para efetuar medic¸o˜es nos objetos constru´ıdos.
Figura 2.28: Ferramentas para calcular as medidas
11.1 Aˆngulo
Seleciona-se sucessivamente treˆs pontos (A, B e C) obtemos o aˆngulo formado pelas
semi-retas BA e BC.
11.2 Distaˆncia ou Comprimento
Seleciona-se dois pontos obteˆm-se a sua distaˆncia. Se selecionarmos um segmento
de reta obtemos o seu comprimento.
11.3 A´rea
Seleciona-se um pol´ıgono, uma circunfereˆncia ou uma co´nica fechada e obtemos a
sua a´rea.
11.4 Volume
Seleciona-se uma esfera, um cone, um cilindro, um prisma, uma piraˆmide ou um
poliedro e obtemos o seu volume.
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12. Transformac¸o˜es
Aqui encontramos ferramentas para efetuar movimentos r´ıgidos dos objetos 3D cons-
tru´ıdos.
Figura 2.29: Ferramentas para fazer as transformac¸o˜es
12.1 Reflexa˜o (Objeto, Plano)
Seleciona-se o objeto que se pretende refletir e em seguida o plano em que sera´ feita
a reflexa˜o.
12.2 Reflexa˜o Axial (Objeto, Eixo)
Seleciona-se o objeto que se pretende refletir e em seguida o eixo em que sera´ feita
a reflexa˜o.
12.3 Reflexa˜o Central (Objeto,Ponto)
Seleciona-se o objeto que se pretende refletir e em seguida o ponto em que sera´ feita
a reflexa˜o.
12.4 Rotac¸a˜o (Objeto, Eixo)
Seleciona-se o objeto que se pretende fazer a rotac¸a˜o, depois o eixo 3 e insere-se o
aˆngulo de rotac¸a˜o.
12.5 Translac¸a˜o (Objeto, Vetor)
Seleciona-se o objeto a translatar e em seguida o vetor de translac¸a˜o.
12.6 Homotetia (Centro, Raza˜o)
Seleciona-se o objeto, depois o centro da homotetia e por fim insere-se a raza˜o da
homotetia.
3Aqui nas ferramentas seguintes o eixo significa: semirretas, retas, segmentos de reta
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13. Textos
Para inserir textos no GeoGebra utiliza-se esta ferramenta.
Figura 2.30: Ferramenta para inserir os textos
Depois de ativa basta clicar numa a´rea livre da folha gra´fica e aparecera´ a janela que se
mostra na figura seguinte.
Figura 2.31: Janela para inserir os textos
O utilizador pode usar esta janela para mostrar algumas propriedades matema´ticas.
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14. Visualizac¸a˜o
Aqui agrupam-se as ferramentas que permitem alterar a forma como os objetos sa˜o visu-
alizados.
Figura 2.32: Ferramentas para alterar a visualizac¸a˜o
14.1 Rodar a Vista 3D
E´ poss´ıvel rodar o sistema de coordenadas utilizando esta opc¸a˜o e arrastando o
fundo da folha gra´fica 3D com o dispositivo apontador. Este mesmo efeito e´ poss´ıvel
realizar pressionando o bota˜o direito do rato, na˜o necessitando deste modo de ativar
esta ferramenta. Se pretende continuar a rotac¸a˜o do sistema de coordenadas quando
o ponteiro do rato for libertado, pode dar um pequeno impulso ao movimento de
arrastar. Ver secc¸a˜o “Barra de estilos” na pa´gina 38 (nu´mero 6 e 7) para outras
alternativas.
14.2 Arrastar a Folha Gra´fica
E´ poss´ıvel translatar o sistema de coordenadas utilizando este ferramenta e arras-
tando o fundo da folha gra´fica 3D com o dispositivo apontador (bota˜o do lado
esquerdo). Assim e´ poss´ıvel alternar entre dois modos, clicando no fundo da folha
gra´fica 3D:
14.2.1 Modo Plano “xOy”: ao clicar no sistema de coordenadas vai aparecer esta
seta “ ” em que se translata a cena paralelamente ao plano “xOy” sem alterar
a coordenada z.
14.2.2 Modo “Eixo dos zz”: ao clicar no sistema de coordenadas vai aparecer esta
seta “ ” em que translata a cena paralelamente ao “eixo dos zz” sem alterar as
coordenadas x e y.
Alternativamente, sem ativar esta ferramenta, pode-se pressionar a tecla shift e
proceder ao arrastamento da folha gra´fica 3D da maneira descrita anteriormente.
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14.3 Ampliar
Esta ferramenta amplia a folha gra´fica 3D. Ampliac¸a˜o (reduc¸a˜o) tambe´m pode ser
obtida usando o bota˜o scroll do rato.
14.4 Reduzir
Reduz a folha gra´fica 3D.
14.5 Mostrar/Esconder Objeto
Estando ativa esta ferramenta, selecionando consecutivamente um objeto, alterna-se
entre mostrar ou esconder o objeto.
14.6 Mostrar/Esconder Ro´tulo
Estando ativa esta ferramenta, selecionando consecutivamente um objeto, alterna-se
entre mostrar ou esconder o nome do objeto.
14.7 Copiar Estilo Visual
Seleciona-se um objeto para copiar o estilo visual desse objeto ( cor, espessura de
linha, etc) . Selecionando outro objeto, o estilo visual e´ aplicado a esse objeto,
ficando assim com as caracter´ısticas visuais do primeiro objeto.
14.8 Apagar Objeto
Seleciona-se o objeto que se pretende apagar.
14.9 Vista frontal de
Quando ativa a ferramenta, permite movimentar uma seta e desta forma selecionar
uma face do objeto e pressionando novamente no rato e poss´ıvel visualizar de frente
a face do objeto selecionada.
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2.2.3 Janela de A´lgebra
Figura 2.33: Folha alge´brica
A janela de a´lgebra, e´ a janela onde e´ apresentada a descric¸a˜o alge´brica dos va´rios objetos (livres
ou dependentes) constru´ıdos no GeoGebra que podem (ou na˜o) estar vis´ıveis na zona gra´fica.
Um ponto sera´ representado pelo nome e as suas coordenadas, para um plano sera´ indicado o
seu nome e a sua equac¸a˜o cartesiana, para as co´nicas tambe´m aparecera´ a sua equac¸a˜o, etc.
Por exemplo, na construc¸a˜o de uma reta r que passa pelo ponto P e e´ ortogonal ao plano
definida pelos pontos A, B e C, podemos observar os seguintes elementos da janela alge´brica:
1. A janela alge´brica aparece dividida em secc¸o˜es correspondentes ao tipo de objetos cons-
tru´ıdos, neste caso, plano, pontos e reta. Esta e´ a forma que o GeoGebra apresenta
por defeito. O utilizador pode alternar entre outros modos de disposic¸a˜o (por exemplo
por ordem cronolo´gica de construc¸a˜o) dos objetos selecionando a seta indicada na figura
seguinte.
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Figura 2.34: Folha alge´brica e folha gra´fica 3D
2. Cada objeto e´ representado por um c´ırculo preenchido de cor azul (quando o objeto esta´
vis´ıvel na folha gra´fica) ou cor branca (quando o objeto esta´ invis´ıvel) seguido pelo seu
nome e depois a sua descric¸a˜o alge´brica (coordenadas, equac¸o˜es, etc). Pressionando sobre
o c´ırculo podemos alternar entre esconder e mostrar o objeto.
3. Os objetos aparecem descritos com a cor em que eles esta˜o representados na folha alge´brica.
Por defeitos os pontos livres (aqueles que na˜o dependem de outros objetos) sa˜o represen-
tados a cor azul escuro.
Atrave´s da janela alge´brica podemos, tambe´m, renomear, alterar as propriedades e/ou exi-
bir/esconder um objeto da zona gra´fica. Tambe´m quando temos ativa uma ferramenta e´ equi-
valente selecionar o objeto na folha gra´fica 3D ou na folha alge´brica.
E´ poss´ıvel forc¸ar alguns objetos da folha alge´brica a na˜o aparecem na folha gra´fica, definindo
este objeto como objeto auxiliar. Para definir um objeto como objeto auxiliar podemos aceder
a`s propriedades do objeto ou pressionar o bota˜o do lado direito do rato, selecionar a opc¸a˜o objeto
auxiliar. Esta opc¸a˜o e´ u´til para construc¸o˜es mais complexas que teˆm grandes quantidades de
objetos. Contudo e´ sempre poss´ıvel mostrar tambe´m os objetos auxiliares acedendo ao ı´cone
azul
.
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2.2.4 Folha Gra´fica 3D
Figura 2.35: Folha gra´fica 3D
Como referimos, neste trabalho, iremos debruc¸ar essencialmente sobre as construc¸o˜es poss´ıveis
de efetuar na folha gra´fica 3D e com correspondentes ligac¸o˜es a` folha alge´brica. Contudo a
folha gra´fica 3D tambe´m esta´ vinculada a` folha gra´fica 2D, nomeadamente os objetos que
estejam contidos no plano z = 0 da folha gra´fica 3D sera˜o visualizados na folha gra´fica 2D
e reciprocamente, os objetos obtidos na folha gra´fica 2D tambe´m tera˜o uma representac¸a˜o no
plano z = 0 da folha gra´fica 3D (ver secc¸a˜o “Vista” pa´g. 12).
E´ nesta folha que aparecem as va´rias imagens constru´ıdas, podemos rodar e mover esta zona
de visualizac¸a˜o utilizando as ferramentas nas secc¸o˜es (pa´g. 15), (pa´g. 33) e (pa´g. 39).
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Barra de Estilos
Nesta folha gra´fica, ale´m da barra de ferramentas (fig. 2.7) existe tambe´m a barra de estilos.
Esta barra esta´ contida na pro´pria janela e ocultada por uma seta que esta´ no canto superior
esquerdo da folha gra´fica 3D ou no bota˜o “barra de estilos ” no GeoGebra web (pa´g. 43).
Ao clicar nela ira´ aparecer a figura seguinte:
Figura 2.36: Barra de Estilos - desktop
Nesta barra, temos acesso, de uma forma ra´pida e fa´cil, a um conjunto de parametrizac¸o˜es
ba´sicas da folha gra´fica 3D.
1. Mostrar ou Esconder os eixos
Com o rato clicar em cima do ı´cone para mostrar ou esconder os eixos coordenados.
2. Mostrar ou Esconder Grelha
Com o rato clicar em cima do ı´cone para mostrar ou esconder a grelha no plano “xOy”.
3. Mostrar ou Esconder o plano “xOy”
Com o rato clicar em cima do ı´cone para mostrar ou esconder o plano “xOy”.
4. Regresso a` Vista Inicial
Quando clicamos neste ı´cone a visualizac¸a˜o vai regressar aos paraˆmetros iniciais.
5. Definir o modo de inserc¸a˜o dos pontos
Permite que os pontos inseridos sejam vinculados a uma grelha predefinida.
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6. Rotac¸a˜o da folha gra´fica
Para ale´m da manipulac¸a˜o atrave´s do rato descrita na pa´gina 33, acedendo a este ı´cone
podemos tambe´m manipular a rotac¸a˜o da folha gra´fica 3D.
7. Aˆngulos de visualizac¸a˜o
Permite visualizar em va´rios aˆngulos “ plano xOy”, “ plano xOz”, “ plano
yOz” ou “ retomar a visualizac¸a˜o inicial”.
8. Caixa Envolvente do Referencial 3D
No GeoGebra e´ poss´ıvel visualizar apenas os objetos que esta˜o dentro de uma caixa que
envolve os eixos coordenados. E´ aqui podemos habilitar esta caixa e definir o seu tamanho.
9. Tipo de Projec¸a˜o
Permite escolher o tipo de projec¸a˜o entre “projec¸a˜o paralela ”, “perspetiva da projec¸a˜o
”, “projec¸a˜o para o´culos 3D ” e “projec¸a˜o obl´ıqua ”.
Menu de Contexto
Podemos usar o bota˜o direito do rato para aceder as propriedades dos objetos da folha gra´fica
3D. Sempre que pressionamos o bota˜o direito do rato sobre um objeto, vai aparecer o menu
similar a figura seguinte
Figura 2.37: Esfera com seu menu de contexto
Entre as opc¸o˜es poss´ıveis de alterar por este processo salientamos:
1. Definir tamanho e estilo de ponto
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2. Definir estilo da linha
3. Definir cor
Permite definir uma cor para o objeto selecionado (por exemplo: pontos, segmentos de
reta, pol´ıgono, poliedros, etc). Tambe´m e´ poss´ıvel alterar a opacidade da cor (maior ou
menor transpareˆncia) para objetos em que fac¸a sentido tais como pol´ıgonos e poliedros.
4. Estilo do texto
Permite definir “a cor de fundo do texto ”, “a cor do texto ”, “o estilo da fonte
para negrito ”, “ita´lico ”, “tamanho da fonte ”.
5. Estilo do ro´tulos
Permite escolher entre as seguintes opc¸o˜es de rotulagem: “Esconder” na˜o e´ exibido o
ro´tulo, “Nome” e´ exibido apenas o nome do objeto (designac¸a˜o interna que o GeoGebra
atribui ao objeto), “Nome e Valor” sa˜o mostrados o nome e o valor do objeto (exemplo,
A = (0, 1, 0)), “Valor” apenas o valor do objeto e´ exibido (exemplo, (0, 1, 0)) e “Legenda”
permite exibir (na folha gra´fica) um nome diferente da designac¸a˜o interna que o GeoGebra
da´ ao objeto (que e´ aquela que aparece na folha alge´brica).
No caso do apontador na˜o estar posicionado sobre qualquer objeto constru´ıdo, pressionando o
bota˜o direito do rato, acedemos ao menu de contexto da folha gra´fica 3D onde e´ poss´ıvel alterar
algumas das propriedades descritas para a barra de estilos.
Figura 2.38: Menu de contexto
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2.2.5 Barra de Entrada
Figura 2.39: Barra de entradas
Todos os objetos do GeoGebra sa˜o poss´ıveis de construir atrave´s de comandos de texto, intro-
duzidos nesta barra, sem recorrer ao modo visual da barra de ferramentas. Por exemplo para
inserir um ponto A com coordenadas (0, 0, 1) podemos digitar o comando “A=Ponto[{0, 0, 1}]”.
Todos os comandos podem ter a forma:
nome do objeto = nome do comando[paraˆmetros]
ou
nome do comando[paraˆmetros]
em que nome do objeto e´ o nome a atribuir ao objeto que se pretende construir (no caso
anterior corresponde a A) e nome do comando[paraˆmetros] e´ o comando que e´ preciso inserir
para construir o objeto (no caso anterior corresponde a Ponto[{0, 0, 1}]). Os paraˆmetros a
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inserir dependem de cada comando, correspondendo no caso anterior a {0, 0, 1}. No caso de se
omitir nome do objeto, o GeoGebra atribui automaticamente um nome. Tal como no GeoGebra
2D, por vezes existem sintaxes mais intuitivas equivalentes aos comandos com sintaxe descrita
anteriormente. Por exemplo podemos escrever A = (0, 0, 1) para obter o mesmo ponto A.
Para facilitar a inserc¸a˜o de comandos no campo de entrada, podemos utilizar a ferramenta de
ajuda localizada no canto inferior direito, ao lado do campo da entrada. Neste campo de ajuda
acedemos ao menu que conte´m os to´picos indicados na figura seguinte:
Figura 2.40: Ajuda na Entrada
Selecionando os va´rios to´picos acedemos a todos os comandos do GeoGebra. Selecionando um
comando na lista de um to´pico podemos visualizar a(s) sintaxe(s) que ele tem de obedecer e os
paraˆmetros que tem que conter. Temos tambe´m as opc¸o˜es de ajuda online sobre o comando
concreto e a possibilidade de o transferir para a barra de entrada atrave´s do bota˜o (colar). Uma
vez que existe esta ajuda online, neste trabalho na˜o faremos a descric¸a˜o dos diversos comandos
existente no GeoGebra.
A caixa de entrada dos comandos e´ exibida no fundo da janela do GeoGebra (em GeoGebra
Desktop) ou e´ integrado um “campo Entrada”, diretamente na folha alge´brica no GeoGebra
Web (como vamos ver na secc¸a˜o seguinte) e Tablet Apps.
Para ale´m destas cinco zonas, no canto superior direito sa˜o apresentados os boto˜es “ desfazer”
(que permite anular a u´ltima construc¸a˜o), “ refazer” (que permite refazer a u´ltima cons-
truc¸a˜o anulada), “ ajuda” (que permite aceder a` ajuda online do GeoGebra) e “ configurac¸o˜es”
(que permite personalizar algumas das opc¸o˜es do GeoGebra).
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2.3 Folha Gra´fica 3D na web
Como ja´ referimos anteriormente, a folha gra´fica 3D tambe´m aparece na versa˜o web do GeoGe-
bra. No enderec¸o “https://app.geogebra.org/ ” [5] o utilizador vai ver uma janela como indicada
na figura seguinte:
Figura 2.41: Ambiente GeoGebra - web
Como na versa˜o desktop (fig. 2.1) aqui tambe´m sa˜o vis´ıveis seis disposic¸o˜es para iniciar o
GeoGebra. Escolhendo a opc¸a˜o “gra´ficos 3D” aparece uma janela como se mostra na figura
seguinte.
43
Figura 2.42: Folha gra´fica 3D - web
Esta janela conte´m as mesmas componentes da folha gra´fica 3D do desktop, dispostas de um
modo diferente. No topo da janela, no canto superior direito sa˜o apresentados os boto˜es “
Desfazer”, “ Refazer”, “ Pesquisar nos materiais do GeoGebra na net”, “ Barra de menus”
e “ Exibir ou Esconder barra do estilo”. Um teclado virtual pode ser acedido no ı´cone
situado no canto inferior direito.
Na versa˜o web, tal como na versa˜o desktop, e´ poss´ıvel gravar a construc¸a˜o no GeoGebraTube.
Para isso basta clicar na barra de menus e optar por “Gravar”. Para ale´m deste modo de
guardar os ficheiros, a pro´pria construc¸a˜o pode ser transferida para o computador acedendo a
opc¸a˜o “Exportar” e escolhendo o tipo ggb. Um ficheiro sera´ transferido podendo posteriormente
ser utilizado na versa˜o desktop.
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Cap´ıtulo 3
Exemplo de Atividades
Depois de descritas as principais caracter´ısticas para a geometria 3D que a` data deste trabalho o
GeoGebra proporciona, vamos apresentar neste cap´ıtulo as construc¸o˜es que podem ser inseridas
nas tarefas de geometria constantes dos manuais de matema´tica de Timor Leste, de modo a
tornar essas tarefas mais atrativas no contexto de sala de aula.
3.1 7o ano
Nesta secc¸a˜o vamos abordar a posic¸a˜o relativa de planos e as intersec¸o˜es poss´ıveis de um plano
com um cubo.
3.1.1 Posic¸a˜o relativa de dois planos
No estudo de planos, o manual matema´tica do 7o ano [2] propo˜em a seguinte ilustrac¸a˜o:
Figura 3.1: Posic¸a˜o relativa de dois planos pa´gina 99 do manual
Com as ferramentas fornecidas pelo GeoGebra e´ fa´cil obter construc¸o˜es que exemplifiquem as
posic¸o˜es poss´ıveis de dois planos no espac¸o.
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A abordagem fornecida pelo manual do 7o ano [2] assenta na classificac¸a˜o exposta na figura:
Figura 3.2: Posic¸a˜o relativa de dois planos
Esta figura pode ser obtida pela construc¸a˜o que a seguir se apresenta.
Figura 3.3: Planos paralelos
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Ao mexer nos seletores α, β e h1 podemos obter os casos a, b, c e d da seguinte forma:
a Quando β = 0◦, α = 90◦ e h 6= 1 temos (fig. 3.2 a). Os planos esta˜o a` mesma distaˆncia
um do outro em cada ponto e na˜o tem nenhum ponto em comum que significa os dois
planos esta˜o estreitamente paralelos.
b Quando β = 0◦, α = 90◦ e h = 1 temos (fig. 3.2 b), os dois planos coincidem em todos
os pontos que sa˜o coincidentes.
c Quando β = ±90◦ temos (fig. 3.2 c), os dois planos intersetam-se formado entre si um
aˆngulo reto.
d Quando β 6= ±90◦ temos (fig. 3.2 d), os dois planos intersetam-se formado entre si um
aˆngulo na˜o reto.
3.1.2 Intersec¸a˜o de um plano com um cubo
Aqui nesta secc¸a˜o vamos mostrar como podemos utilizar o GeoGebra para um estudo das va´rias
possibilidades de intersec¸a˜o de um plano com um cubo.
Para isso elaboramos uma construc¸a˜o com um cubo fixo e um plano que pode ser manipulado
pelo utilizador de forma a obter as varias intersecc¸o˜es. Utilizando a ferramenta “Intersec¸a˜o de
Duas Superf´ıcies”(pa´g. 23), conseguimos obter o pol´ıgono que resulta da intersec¸a˜o do plano
com as faces do cubo.
O utilizador pode rodar o plano T movimentado dois seletores α e β. Definimos tambe´m um
seletor h que permite alterar a altura (a intersec¸a˜o com o “eixo dos zz”) do plano. Alterando
estes treˆs paraˆmetros aparece definido na janela 3D o pol´ıgono que resulta da intersec¸a˜o do
plano com o cubo e simultaneamente, na janela 2D aparece a visualizac¸a˜o do pol´ıgono no plano
de intersec¸a˜o.
Vejamos enta˜o como a construc¸a˜o foi obtida:
Comec¸a-se por definir dois seletores 0◦ ≤ α ≤ 360◦ e −90◦ ≤ β ≤ 90◦ e um vetor unita´rio
u = (cosβ cosα, cosβ senα, senβ). Pensando que a superf´ıcie terrestre tem raio 1, α corresponde
a` latitude e β corresponde a` longitude2.
1Para perceber o papel que desempenham α, β e h consultar secc¸a˜o seguinte
2Aqui e´ utilizada a noc¸a˜o de coordenadas esfe´ricas ([14] pa´g.598)
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Figura 3.4: Seletores nesta construc¸a˜o
Alterando os seletores move-se o vetor u. O aˆngulo entre o vetor u e o plano “xOy” e´ β e a
projec¸a˜o de u no plano “xOy” e´ um vetor v, que faz um aˆngulo α com a parte positiva do eixo
dos xx. Definimos agora um plano T atrave´s da equac¸a˜o ax+ by + cz = h em que u = (a, b, c)
sa˜o as coordenadas do vetor u e 0 ≤ h ≤ 2 e´ um outro seletor. Desta forma obtemos um plano
T que e´ ortogonal a u. Variando o valor de h obtemos planos ortogonais a u e com diferentes
intersec¸o˜es com eixo dos zz (exceptuando o caso em que u e´ ortogonal ao eixo dos zz). Para
este efeito digitamos na barra de entrada a equac¸a˜o ax+ by + cz = h.
Figura 3.5: Seletores e plano T nesta construc¸a˜o
Depois de termos a construc¸a˜o que permite movimentar o plano T constru´ımos um cubo exe-
cutando na barra de comandos “Cubo[A,B]” em que A e B sa˜o dois pontos previamente cons-
tru´ıdos por A = (1, 0, 0) e B = (0, 2, 0). De seguida ativamos a ferramenta “Intersec¸a˜o de Duas
Superf´ıcies”(pa´g. 23) e selecionamos este cubo e o plano T como seus paraˆmetros. Vai aparecer
o pol´ıgono designado por “pol´ıgono1” que corresponde a` intersec¸a˜o pretendida. Com o bota˜o
direito do rato, acedendo ao menu do contexto do plano T , selecionando “Criar vista 2D de T”.
48
Vai aparecer ao lado da folha gra´fica 3D uma folha gra´fica 2D representativa do plano T e por
conseguinte neste folha gra´fica 2D aparecera´ o pol´ıgono “pol´ıgono1”.
Figura 3.6: Intersec¸a˜o do cubo com o plano T
Por fim para tornar mais intuitivo a movimentac¸a˜o do plano substituiu-se o seletor α por uma
elipse mais representativa da noc¸a˜o da longitude e analogamente, o seletor β foi substitu´ıdo por
uma semi c´ırculo para representar a latitude.
Figura 3.7: Intersec¸a˜o do cubo com o plano T
Esta construc¸a˜o pode tambe´m ser aproveitada para rever os va´rios tipos de pol´ıgonos estudados
neste ano da escolaridade. Ajustando convenientemente os seletores podemos obter triaˆngulos,
quadrila´teros, penta´gonos e hexa´gonos.
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1. Se o plano interseta o cubo apenas em treˆs faces, o pol´ıgono obtido e´ um triaˆngulo.
1.1 Por exemplo para β = 15◦, α = 91◦ e h = 2, obtemos um triaˆngulo escaleno.
Figura 3.8: Triaˆngulo escaleno
1.2 Para β = 50◦, α = 70◦ e h = 2, obtemos um triaˆngulo iso´sceles.
Figura 3.9: Triaˆngulo iso´sceles
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1.3 Para β = 38◦, α = 70◦ e h = 2, obtemos um triaˆngulo equila´tero.
Figura 3.10: Triaˆngulo equila´tero
2. Se o plano interseta o cubo em quatro faces, o pol´ıgono obtido e´ um quadrila´tero.
2.1 Temos um paralelogramo para β = 30◦, α = 100◦ e h = 1.
Figura 3.11: Paralelogramo
51
2.2 Temos um retaˆngulo para β = 0◦, α = 60◦ e h = 0.
Figura 3.12: Retaˆngulo
2.3 Temos um losango para β = 60◦, α = 341◦ e h = 1.
Figura 3.13: Losango
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2.4 Temos um quadrado para β = 90◦
Figura 3.14: Quadrado
2.5 Temos um trape´zio β = 10◦, α = 180◦ e h = 0.
Figura 3.15: Trape´zio
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3. O plano interseta cinco faces do cubo e a secc¸a˜o formada e´ um penta´gono. Isto acontece,
por exemplo, para β = −50◦, α = 170◦ e h = 0.
Figura 3.16: Penta´gono
4. O plano interseta seis faces do cubo sendo o pol´ıgono de intersec¸a˜o um hexa´gono. Podemos
obter esta situac¸a˜o para β = −30◦, α = 170◦ e h = 0.
Figura 3.17: Hexa´gono
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Temos quatro modelos de pol´ıgono como resultado da intersec¸a˜o do cubo e um plano, o lado
ma´ximo sa˜o seis e o lado mı´nimo sa˜o treˆs. Ale´m destes casos, temos de ter atenc¸a˜o que ao
manipular os seletores se podem obter situac¸o˜es limites em que a intersec¸a˜o e´ um ve´rtice ou
uma aresta.
Os va´rios casos de intersec¸a˜o descritos podem ser obtido pelos valores anteriormente indicados.
Esses valores foram obtidos por experimentac¸a˜o e na˜o por uma deduc¸a˜o anal´ıtica. De modo
a evitar que o utilizador tenha que inserir valores adequados para obter as situac¸o˜es descritas
recorremos a uma ferramenta do GeoGebra 2D “Inserir Bota˜o”
de modo que o utilizador pressionando sobre diferentes boto˜es, os seletores sejam automatica-
mente ajustados para o tipo do pol´ıgono que se pretende. Assim na figura seguinte o utilizador
pode pressionado o bota˜o triaˆngulo equila´tero, losango, penta´gono, etc.
Figura 3.18: Secc¸o˜es no cubo - losango
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3.2 8o ano
Neste manual podemos encontrar a noc¸a˜o cla´ssica de planificac¸a˜o do cubo, do prisma e da
piraˆmide. Com a ferramenta planificac¸a˜o (pa´g. 28) do GeoGebra podemos obter imediatamente
planificac¸o˜es (animadas) destes so´lidos.
Figura 3.19: Planificac¸o˜es dos poliedros
3.2.1 Planificac¸a˜o de um cubo
Na figura seguinte do manual de matema´tica do 8o ano [3] e´ mostrado uma poss´ıvel planificac¸a˜o
do cubo.
Figura 3.20: Tarefa 8.2 pa´gina 126 do manual
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A ferramenta planificac¸a˜o (pa´g. 28) do GeoGebra efetua uma planificac¸a˜o padra˜o distinta do
que sugerida no manual. Com objetivo de produzir uma animac¸a˜o da planificac¸a˜o do cubo
condizente com a imagem mostrada no manual vamos explorar nesta secc¸a˜o o modo como se
pode obter diferentes planificac¸o˜es do cubo.
Quando se utiliza a ferramenta planificac¸a˜o para um poliedro P , o GeoGebra cria automatica-
mente um seletor (vamos aqui designa´-lo por s) em que 0 ≤ s ≤ 1 e cria um objeto atrave´s do
comando “Planificac¸a˜o[P ,s]”. De facto o comando
Planificac¸a˜o[<Poliedro>,<Nu´mero>]
cria uma planificac¸a˜o de um poliedro convexo no plano que conte´m a face utilizada para a sua
construc¸a˜o. O <Nu´mero> e´ usado para definir o progresso do processo de desdobramento e
deve situar-se entre 0 e 1. A planificac¸a˜o e´ totalmente desdobrada quando o nu´mero e´ 1. E´ deste
modo que substituindo <Nu´mero> pelo seletor s se consegue obter a animac¸a˜o da planificac¸a˜o
movimentando o seletor s.
O comando planificac¸a˜o pode ter uma estrutura mais complexas:
Planificac¸a˜o[<Poliedro>,<seletor>,<Face>,<Aresta>,<Aresta>, ... ]
Na altura da escrita deste trabalho esta forma do comando planificac¸a˜o aplica-se apenas ao caso
do poliedro ser um cubo. Ele permite criar diferentes planificac¸o˜es de um cubo, especificando a
face onde vai ser feito o desdobramento e as arestas que precisam de ser cortadas para se obter
a planificac¸a˜o pretendida.
Em seguida, vemos como podemos obter a planificac¸a˜o da figura 3.20.
1. Constru´ımos um cubo recorrendo a` ferramenta “Cubo” (pa´g. 28) e escolhendo de seguida
dois pontos A = (1, 0, 0) e B = (2, 0, 0) (que sera˜o os ve´rtices de uma aresta). Fica
assim constru´ıdo um cubo de ve´rtices [ABCDEFGH]. Ao ser criado este cubo ale´m dos
ve´rtices, o GeoGebra tambe´m gera as suas 12 arestas com o nome “arestaXY ” em que
X e Y sa˜o ve´rtices consecutivos e as suas 6 faces com o nome “face XY ZW” em que X,
Y , W , Z sa˜o os ve´rtices de uma face.
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Figura 3.21: Cubo
2. Criamos um seletor 0 ≤ s ≤ 1 para representar o progresso do desdobramento da plani-
ficac¸a˜o.
3. Introduzimos na barra de entrada da folha gra´fica 3D o comando
Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaBC,arestaCD,arestaCG,arestaDH]
Figura 3.22: Planificac¸a˜o de um cubo no GeoGebra
onde a e´ o nome do cubo e s o nome do seletor.
Definindo outras arestas e faces no comando definido em 3 da construc¸a˜o anterior, poderemos
obter novas planificac¸o˜es.
Apresentamos de seguida diferentes planificac¸o˜es baseadas no mesmo processo mas escolhendo
diferentes arestas. Em todos os exemplos aparecem realc¸adas as arestas em se efetua o corte
que se pretende.
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1. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaAE,arestaBF,arestaCD]
Figura 3.23: Planificac¸a˜o do cubo
2. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaBC,arestaBF,arestaCG]
Figura 3.24: Planificac¸a˜o do cubo
3. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaAE,arestaCD,arestaDH]
Figura 3.25: Planificac¸a˜o do cubo
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4. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaCD,arestaEF,arestaFG]
Figura 3.26: Planificac¸a˜o do cubo
5. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaCD,arestaEH,arestaGH]
Figura 3.27: Planificac¸a˜o do cubo
6. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaBC,arestaCG,arestaDH]
Figura 3.28: Planificac¸a˜o do cubo
60
7. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAE,arestaBC,arestaBF,arestaCD]
Figura 3.29: Planificac¸a˜o do cubo
8. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaCD,arestaDH,arestaEH,arestaGH]
Figura 3.30: Planificac¸a˜o do cubo
9. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAE,arestaDH,arestaEH,arestaGH]
Figura 3.31: Planificac¸a˜o do cubo
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10. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaBF,arestaCD,arestaCG]
Figura 3.32: Planificac¸a˜o do cubo
Este e´ a planificac¸a˜o que o GeoGebra executa quando se acede ao menu da ferramentas.
11. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaAE,arestaCD,arestaDH]
Figura 3.33: Planificac¸a˜o do cubo
12. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaBF,arestaCD,arestaDH]
Figura 3.34: Planificac¸a˜o do cubo
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13. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaAE,arestaBF,arestaCD]
Figura 3.35: Planificac¸a˜o do cubo
14. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaBC,arestaBF,arestaDH]
Figura 3.36: Planificac¸a˜o do cubo
15. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaCD,arestaCG,arestaDH]
Figura 3.37: Planificac¸a˜o do cubo
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16. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaBC,arestaEH,arestaGH]
Figura 3.38: Planificac¸a˜o do cubo
17. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaBC,arestaEF,arestaFG]
Figura 3.39: Planificac¸a˜o do cubo
18. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaAE,arestaBC,arestaBF]
Figura 3.40: Planificac¸a˜o do cubo
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19. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaBF,arestaCD,arestaCG]
Figura 3.41: Planificac¸a˜o do cubo
20. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAD,arestaAE,arestaBC,arestaBF]
Figura 3.42: Planificac¸a˜o do cubo
21. Planificac¸a˜o[a,s,faceABCD,arestaAB,arestaAD,arestaBF,arestaCG]
Figura 3.43: Planificac¸a˜o do cubo
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3.2.2 Decomposic¸a˜o do cubo em 6 piraˆmides
No manual de 8o ano [3] e´ apresentada uma ilustrac¸a˜o que permite decompor um cubo em 6
piraˆmides.
Figura 3.44: Tarefa 5 pa´gina 133 do manual
Partindo desta ideia, construindo as 6 piraˆmides distintas cujo ve´rtice e´ o baricentro do cubo e a
sua base e´ uma das faces, podemos facilmente obter uma decomposic¸a˜o animada que transforma
um cubo em 6 piraˆmides verticais recorrendo ao comando planificac¸a˜o.
Cada uma das piraˆmides foi constru´ıda com o comando 3
Piraˆmide[face,1]
Em que face e´ um dos 6 pol´ıgonos que sa˜o as faces do cubo. Deste modo cada piraˆmide depende
apenas dos ve´rtices que definem a face e tem uma altura fixa que e´ metade 4 da aresta do cubo
original.
Uma vez que cada piraˆmide so´ depende da face que tem como base, ela acompanhara´ o movi-
mento que a face possa fazer. Assim utilizando o comando planificac¸a˜o, o movimento exercido
nas 6 faces vai enta˜o induzir o movimento das 6 piraˆmides. De tal forma que quando as faces
esta˜o no plano (o seletor da planificac¸a˜o e´ igual a 1) temos as 6 piraˆmides assentes no plano.
3Tambe´m se podia usar a ferramenta “Extrusa˜o para Piraˆmide ou Cone” (pa´g.26)
4Como consequeˆncia o ve´rtice da piraˆmide e´ o baricentro do cubo
66
Figura 3.45: Planificac¸a˜o do cubo com 6 piraˆmides assentes no plano
Mais concretamente a construc¸a˜o anterior foi obtida aplicando sucessivamente os passos que a
seguir se indicam:
1. Definimos treˆs pontos A = (1, 0, 0), B = (3, 0, 0) e C = (3, 2, 0). Usamos o comando
Cubo[A,B,C]
para desenhar um cubo.
2. Definimos o seletor s onde 0 ≤ s ≤ 1, como seletor que vai ficar associado ao comando
planificac¸a˜o.
3. Na barra de entrada definimos a planificac¸a˜o do cubo por
Planificac¸a˜o [a,s,faceABCD,arestaAD,arestaCD,arestaEF,arestaEH]
onde a e´ o cubo e s e´ o seletor.
4. Ajustamos o valor do s para 1 para termos o desdobramento completo da planificac¸a˜o.
Em cada face deste desdobramento da planificac¸a˜o, constru´ımos uma piraˆmide inserindo
na barra de entrada o comando
Piraˆmide[<face>, 1]
onde face <face> e´ o nome de cada uma das 6 faces.
Na construc¸a˜o seguinte podemos observar os so´lidos que se obteˆm quando se “fecha” uma pla-
nificac¸a˜o do cubo e sobre as faces da planificac¸a˜o esta˜o constru´ıdas 6 piraˆmides com o comando
Piraˆmide[<face>, h]
em que h e´ um seletor tomando valores entre -1 e 1. Utilizamos a ferramenta “Inserir Bota˜o” na
pa´gina 55, o utilizador pressionando sobre diferentes boto˜es na folha gra´fica 2D 2, os seletores
sa˜o automaticamente ajustados para o tipo da figura que se pretende.
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Figura 3.46: Tarefa 5 pa´gina 133 do manual
Figura 3.47: I Figura 3.48: II
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Figura 3.49: III Figura 3.50: IV
Figura 3.51: V Figura 3.52: VI
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3.3 9o ano
Contrariamente ao que acontece no caso do cubo e outros poliedros, o comando planificac¸a˜o
na˜o funciona no caso do cone e do cilindro. Assim as te´cnicas discutidas na secc¸a˜o anterior na˜o
podem ser aplicadas para fazer uma planificac¸a˜o da superf´ıcie do cone e do cilindro. Vamos,
nesta secc¸a˜o, apresentar as estrategias que permitem obter com o GeoGebra uma tal planificac¸a˜o.
Para isso vamos ter que recorrer a comandos que na˜o esta˜o dispon´ıveis na barra de ferramentas.
3.3.1 Planificac¸a˜o do cilindro
Na figura seguinte apresenta-se um cilindro e uma sua planificac¸a˜o, que e´ utilizada no manual
do 9o ano [4] para introduzir a noc¸a˜o de a´rea da superf´ıcie.
Figura 3.53: Tarefa 1 pa´gina 135 do manual
Desta figura esta´tica representativa da planificac¸a˜o do cilindro vamos criar uma animac¸a˜o que
transforma o cilindro na sua planificac¸a˜o que pode ajudar os alunos a percepcionar melhor
o significado da planificac¸a˜o. Nas construc¸o˜es obtidas, pode-se constatar como incorporar na
linguagem do GeoGebra, conceitos de a´lgebra linear e geometria anal´ıtica no espac¸o.
Na construc¸a˜o seguinte o utilizador pode movimentar o seletor s (ou criar uma animac¸a˜o a
partir dele) de forma a visualizar os diferentes esta´gios que a planificac¸a˜o do cilindro obedece.
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Figura 3.54: Planificac¸a˜o de um cilindro
A construc¸a˜o anterior pode ser separada em duas componentes. Uma das componentes cor-
responde a` deformac¸a˜o da superf´ıcie (lateral) cil´ındrica e a segunda a` rotac¸a˜o dos dois c´ırculos
(tampas) que fazem parte da superf´ıcie do cilindro.
Deformac¸a˜o de uma circunfereˆncia num segmento
Para proceder a` deformac¸a˜o da superf´ıcie cil´ındrica num retaˆngulo comec¸amos por deformar
uma circunfereˆncia num segmento de reta e de seguida expandimos essa deformac¸a˜o pela terceira
coordenada do eixo dos zz.
Na folha gra´fica 2D do GeoGebra vamos construir uma circunfereˆncia e deforma´-la num seg-
mento de reta recorrendo ao comando
Curva[<Expressa˜o>,<Expressa˜o>,
<Varia´vel 1>,<Valor Inicial>,<Valor Final>].
Este comando esboc¸a uma curva no plano da seguinte forma: se a expressa˜o da curva for
(a(t), b(t)) enta˜o o comando
Curva[a(t), b(t),
t, t0, t1],
esboc¸a o trac¸o da curva entre o instante t0 e t1. Por exemplo,
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Curva[cos(t), sin(t),
t,−pi2 , 3pi2 ],
esboc¸a a circunfereˆncia centrada na origem e de raio 1.
Devemos notar que para o papel da varia´vel t podemos escolher qualquer outra letra ou mesmo
conjuntos de letras. No entanto na˜o poderemos usar x, y ou z uma vez que elas representam
internamente func¸o˜es no GeoGebra. Se A for um ponto enta˜o x(A) (respetivamente y(A) e
z(A)) corresponde a` primeira (respetivamente segunda e terceira) coordenada do ponto A.
Definindo um seletor 0 ≤ s ≤ pi temos que o comando
Curva[cos(t), sen(t),
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
esboc¸a um arco circular de centro na origem e raio 1 passando pelo ponto (0, 1).
Figura 3.55: Arco circular
Para R > 0 o comando
Curva[R cos(t), R sen(t),
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
esboc¸a um arco circular de centro na origem e raio R passando pelo ponto (0, R). O comprimento
deste arco circular e´ dado por
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R((
3pi
2
− s
)
−
(
−pi
2
+ s
))
= R (2pi − 2s) .
Escolhendo
R =
2pi
(2pi − 2s) (3.1)
temos enta˜o que este arco circular
Curva[R cos(t), R sen(t),
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
tem comprimento 2pi que e´ o comprimento do c´ırculo unita´rio inicial.
O comando
Curva[R cos(t), R sen(t) + 1−R,
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
representa a translac¸a˜o de
Curva[R cos(t), R sen(t),
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
pelo vetor (0, 1 − R), tendo portanto o mesmo comprimento 2pi e passando pelo ponto (0, 1)
(este e´ obtido para t =
pi
2
).
Deste modo, com a escolha de R dada em (3.1), o comando5
Curva[R cos(t) + 0, R sen(t) + 1−R, (3.2)
t,−pi
2
+ s,
3pi
2
− s],
para 0 ≤ s ≤ pi fornece uma deformac¸a˜o do c´ırculo unita´rio centrado em (0, 0) em arcos circulares
que passam por (0, 1) e teˆm o mesmo comprimento 2pi, conforme se exemplifica na construc¸a˜o
seguinte.
5De facto o comando que se deve escrever e´
Curva[R*cos(t),R* sin(t)-R+1,
t, (-pi/2)+s, ((3*pi)/2)-s].
Mas para comodidade do leitor, neste trabalho, usa´mos uma escrita mais pro´xima da notac¸a˜o ma-
tema´tica.
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Figura 3.56: Arco circular com raio R
Deformac¸a˜o da superf´ıcie cil´ındrica
Vamos agora proceder a` deformac¸a˜o da superf´ıcie cil´ındrica “translatando” ao longo do eixo
dos zz a deformac¸a˜o da circunfereˆncia obtida anteriormente.
O comando
Superf´ıcieLateral6 [<Expressa˜o>, <Expressa˜o>, <Expressa˜o>,
<Varia´vel 1>, <Valor Inicial>, <Valor Final>,
<Varia´vel 2>, <Valor Inicial>, <Valor Final>]
permite esboc¸ar na folha gra´fica 3D superf´ıcies parametrizadas. Se a expressa˜o da superf´ıcie
parametrizada for (a(t, u), b(t, u), c(t, u)), enta˜o o comando
Superf´ıcieLateral[a(t, u), b(t, u), c(t, u),
t, t0, t1,
u, u0, u1]
esboc¸a a superf´ıcie para t0 ≤ t ≤ t1 e u0 ≤ u ≤ u1. Assim o comando
Superf´ıcieLateral[cos(t), sen(t), u,
t, 0, 2pi,
u, 0, 4]
6A designac¸a˜o de Superf´ıcieLateral foi uma traduc¸a˜o na˜o muito feliz de termo ingleˆs surface
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esboc¸a a superf´ıcie cil´ındrica de raio 1 com base no plano z = 0 e altura 4. E o comando
Superf´ıcieLateral[u cos(t), u sen(t), 0,
t, 0, 2pi,
u, 0, 1]
esboc¸a o c´ırculo unita´rio que esta´ no plano z = 0 e centrado no origem.
Com a escolha de R dada em (3.1) o comando
Superf´ıcieLateral[R cos(t), R sen(t)−R+ 1, u,
t,−pi2 + s, 3pi2 − s,
u, 0, 4]
efetua a formac¸a˜o da superf´ıcie cil´ındrica num retaˆngulo conforme se mostra na figura seguinte.
Figura 3.57: Superf´ıcie (lateral) cil´ındrica
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Rotac¸a˜o de superf´ıcies
Para rodar uma superf´ıcie definida pelo comando “Superf´ıcieLateral” na˜o podemos utilizar
diretamente a ferramenta descrita na pa´gina 31. Para efetuar a rotac¸a˜o das tampas do cilindro
vamos ter que implementar no GeoGebra a rotac¸o˜es a partir do ca´lculo matricial. O texto
seguido como apoio a esta componente foi no livro [11].
Uma matriz (de entrada reais)
M =
 a11 b12 c13a21 b22 c23
a31 b32 c33

pode ser inserida no GeoGebra inserindo diretamente na barra de entrada o comando
M = {{a11, b12, c13}, {a21, b22, c23}, {a31, b32, c33}} .
Por exemplo a matriz que representa uma rotac¸a˜o de aˆngulo θ em torno do eixo dos xx,
Rx =
 1 0 00 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ

e´ inserida atrave´s do comando
R x = {{1, 0, 0}, {0, cos(θ),−sin(θ)}, {0, sin(θ), cos(θ)}} .
Para efetuar as habituais soma, multiplicac¸a˜o e subtrac¸a˜o de matrizes usamos os s´ımbolos “+”,
“*” e “-”. A inversa da matrizes M e´ obtida com o comando
Inversa[M ].
Para uma superf´ıcie parametrizada
F (t, u) =
 a(t, u)b(t, u)
c(t, u)

temos que, rodando esta de um aˆngulo θ em torno do eixo dos xx, obtemos uma nova superf´ıcie
parametrizada G(t, u) dada por
G(t, u) = Rx
 a(t, u)b(t, u)
c(t, u)

Se rodarmos a mesma superf´ıcie F (t, u) de um aˆngulo θ em torno de uma reta paralela ao eixo
dos xx que passa por um ponto (x0, y0, z0) obtemos uma nova superf´ıcie parametrizada H(t, u)
definida por
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H(t, u) =
 x0y0
z0
+Rx
 a(t, u)b(t, u)
c(t, u)
−
 x0y0
z0

Note-se que a formula acima na˜o e´ mais do que a composic¸a˜o
T ◦Rx ◦ T−1 ,
em que T e´ a translac¸a˜o dada pelo vetor
 x0y0
z0
 e portanto
T−1 = −T .
Assim, a superf´ıcie parametrizada C0(t, u) que e´ a rotac¸a˜o de um aˆngulo −θ da base do cilindro
em torno da reta y = 1 e z = 0 (a reta paralela ao eixo dos xx e que passa no ponto (0, 1, 0)) e´
definida por:
C0(t, u) =
 01
0
+Rx
 u cos tu sen t
0
−
 01
0

=
 01
0
+
 1 0 00 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ
 u cos tu sen t− 1
0

=
 01
0
+
 u cos tcos θ(u sen t− 1)
sen θ(u sen t− 1)

=
 u cos t1 + cos θ(u sen t− 1)
sen θ(u sen t− 1)

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Com o comando
Superf´ıcieLateral[u cos(t), 1 + cos θ(u sen t− 1), sen θ(u sen t− 1), (3.3)
t, 0, 2pi,
u, 0, 1]
obtemos assim a rotac¸a˜o para a base do cilindro escolhendo θ = s2 .
Figura 3.58: Base circular do cilindro
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De modo ana´logo, para rodar a tampa do cilindro, escolhemos θ = s2 . A superf´ıcie parametrizada
C4(t, u), que corresponde a` rotac¸a˜o de aˆngulo θ da tampa em torno da reta y = 1 e z = 4 (a
reta paralela ao eixo dos xx e que passa no ponto (0, 1, 4)) e´ dada por:
C4(t, u) =
 01
4
+Rx
 u cos tu sen t
4
−
 01
4

=
 01
4
+
 1 0 00 cos( s2) sen( s2)
0 − sen( s2) cos( s2)
 u cos tu sen t− 1
0

=
 01
4
+
 u cos tcos( s2)(u sen t− 1)
− sen( s2)(u sen t− 1)

=
 u cos t1 + cos( s2)(u sen t− 1)
4− sen( s2)(u sen t− 1)

Usando o mesmo seletor s da construc¸a˜o (fig. 3.55), que varia entre 0 e pi e tomando θ = s2 ,
conseguimos obter a rotac¸a˜o da tampa do cilindro para todos os valores entre 0◦ e 90◦, escrevendo
comando
Superf´ıcieLateral[u cos t, 1 + cos
(s
2
)
(u sen t− 1), 4− sen
(s
2
)
(u sen t− 1), (3.4)
t, 0, 2pi,
u, 0, 1]
obtemos assim a rotac¸a˜o para a tampa do cilindro.
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Figura 3.59: Superf´ıcie circular da tampa do cilindro
Juntando as construc¸o˜es (fig. 3.57), (fig. 3.58) e (fig. 3.59), obtemos a planificac¸a˜o do cilindro
que esta na construc¸a˜o (fig. 3.54).
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3.3.2 Planificac¸a˜o do cone
Seguindo a mesma estrate´gia da planificac¸a˜o do cilindro vamos nesta secc¸a˜o apresentar uma
planificac¸a˜o para o cone constru´ıda no GeoGebra.
Superf´ıcie lateral do cone
Vamos considerar um cone em que a base e´ um c´ırculo unita´rio e o ve´rtice e´ o ponto V (0) =
(0, 0, 3).
Considerando a circunfereˆncia
C0(t) = (cos t, sen t, 0) (3.5)
onde (0 ≤ t ≤ 2pi), a superf´ıcie lateral do cone e´ constitu´ıda pelos segmentos de reta que unem
V (0) a C0(t). Pelo teorema de Pita´goras temos que a norma
||V (0)− C0(t)|| =
√
32 + 1 =
√
10 .
Deste modo temos que
1√
10
(V (0)− C0(t))
tem norma 1 e o segmento entre V (0) e C0(t) pode ser parametrizado por
V (0) + u
1√
10
(C0(t)− V (0))
com 0 ≤ u ≤ √10. Assim a superf´ıcie lateral pode ser parametrizada por
F (t, u) = V (0) +
u√
10
(C0(t)− V (0))
= (0, 0, 3) +
u√
10
((cos t, sen t, 0)− (0, 0, 3))
= (0, 0, 3) +
(
u cos t√
10
,
u sen t√
10
,
−3u√
10
)
=
(
u cos t√
10
,
u sen t√
10
, 3− 3u√
10
)
(3.6)
em que 0 ≤ t ≤ 2pi e 0 ≤ u ≤ √10. No GeoGebra o comando
Superf´ıcieLateral[
u cos t√
10
,
u sen t√
10
, 3− 3u√
10
,
t, 0, 2pi,
u, 0,
√
10]
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constro´i a superf´ıcie lateral do cone pretendido.
Figura 3.60: Cone
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Deformac¸a˜o da superf´ıcie lateral
Vamos agora ver como podemos deformar a superf´ıcie lateral anterior de modo a obter uma
superf´ıcie no plano y = 1.
Figura 3.61: Superf´ıcie lateral do cone
Com o seletor 0 ≤ s ≤ pi definimos o ponto V (s) = V tal que V (0) = (0, 0, 3) e V (pi) =
(0, 1,
√
10). Isto pode ser obtido escrevendo
V =
(
1− s
pi
)
(0, 0, 3) +
( s
pi
)
(0, 1,
√
10)
=
(
0,
s
pi
, 3− 3s
pi
+
√
10 s
pi
)
=
(
0,
s
pi
, 3 + (
√
10− 3) s
pi
)
. (3.7)
Na barra de entrada introduzimos o comando
V = (0, s/pi, 3+ (sqrt(10) - 3)*s/pi),
para obter a deslocac¸a˜o de V pretendida quando se altera o seletor s.
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A curva Cs(t) = C(t)
C(t) = Curva[R cos(t), R sen(t) + 1−R,
t,−pi2 + s, 3pi2 − s]
obtida em (3.2) com
R =
2pi
(2pi − 2s)
deduzido em (3.1), vai tambe´m servir aqui para a deformac¸a˜o da superf´ıcie lateral do cone. O
segmento I = I(0) de comprimento
√
10 entre o ve´rtice do cone V (0) = (0, 0, 3) e o ponto da
circunfereˆncia C0(t) (3.5), que serve de base ao cone, vai ser enviado num segmento
7 I(s) com
o mesmo comprimento com extremidade em V (s) e contido na semirreta V C(t) = V (s)Cs(t),
em que C(t) e´ a deformac¸a˜o da curva obtida aquando da planificac¸a˜o do cilindro. O segmento
I(s) = I fica enta˜o definido por
V + u
C(t)− V
||C(t)− V ||
com 0 ≤ u ≤ √10. A deformac¸a˜o G = Gs da superf´ıcie lateral do cone F (t, u) (3.6) pode ser
obtida por
G(t, u) = V + u
C(t)− V
||C(t)− V || (3.8)
para 0 ≤ t ≤ 2pi e 0 ≤ u ≤ √10. Atendendo ao valor de V dado em (3.7) e ao valor de C(t)
dado em (3.2) temos que
C(t)− V = (R cos(t), R sen(t) + 1−R, 0)−
(
0,
s
pi
, 3 + (
√
10− 3) s
pi
)
=
(
R cos(t), R sen(t) + 1−R− s
pi
,−3 + (3−
√
10)
s
pi
)
||C(t)− V || =
√
(R cos(t))2 +
(
R sen(t) + 1−R− s
pi
)2
+
(
−3 + (3−
√
10)
s
pi
)2
Definindo na barra de entrada a func¸a˜o
N(x) =
1
||C(x)− V ||
dada pela expressa˜o acima temos as expresso˜es necessa´rias para definir o comando do GeoGebra
que gera as superf´ıcies que sa˜o a deformac¸a˜o da superf´ıcie do cone. De (3.8) vem enta˜o que
7De facto o segmento I depende do s e de t
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G(t, u) = V + u
C(t)− V
||C(t)− V ||
= V + u N(t)(C(t)− V
= (x(V ) + u N(t)(R cos(t)− x(V )),
y(V ) + u N(t)(R sen(t) + 1−R− y(V )),
z(V )− u N(t) z(V )) .
Relembramos que x(V ), y(V ) e z(V ) fornecem respetivamente, a primeira, segunda e terceira
coordenada de V .
O comando
Superf´ıcieLateral[x(V ) + u N(t)(R cos(t)− x(V )), y(V ) + u N(t)(R sen(t) + 1−R− y(V )),
z(V )− u N(t) z(V ),
t, (−pi2 ) + s, 3pi2 − s,
u, 0,
√
10]
gera enta˜o a deformac¸a˜o da superf´ıcie lateral do cone no plano y = 1 quando se movimenta o
seletor s, conforme pode ser visto na construc¸a˜o seguinte:
Figura 3.62: Superf´ıcie lateral do cone
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Rotac¸a˜o da base do cone
A rotac¸a˜o da base do cone e´ ana´loga a executada no caso do cilindro (fig. 3.58) e portanto
podemos juntar esta construc¸a˜o a` construc¸a˜o anterior e obter a` planificac¸a˜o do cone pretendida.
Figura 3.63: Planificac¸a˜o do cone no GeoGebra
3.3.3 Ferramenta para rotac¸a˜o de superf´ıcies
Na secc¸a˜o anterior repetimos os procedimentos de rotac¸a˜o utilizados na subsecc¸a˜o (3.3.1) onde
e´ feita a planificac¸a˜o do cilindro. Sempre que no GeoGebra se repetem va´rios passos de uma
construc¸a˜o e´ conveniente agrupa´-los na forma de uma ferramenta. Vamos finalizar esta secc¸a˜o
apresentando uma ferramenta que permite, dados dois pontos, rodar uma superf´ıcie parametri-
zada em torno do eixo formado por este dois pontos.
Rotac¸a˜o de superf´ıcies parametrizadas
Desenhamos na folha gra´fica 3D dois pontos A e B na˜o coincidentes. De seguida definimos o
vetor unita´rio
u1 =
B −A
||B −A||
atrave´s do comando
u1 = Vetor[A,B]/Comprimento[Vetor[A,B]] .
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Vamos acrescentar dois vetores u2 e u3 ao vetor u1 de forma a formarem uma base de R3.
1. Se x(u1) 6= 0 enta˜o escolhemos u2 = (0, 1, 0), caso contra´rio escolhemos u2 = (1, 0, 0). No
GeoGebra podemos utilizar o comando
Se[ <Condic¸a˜o>, <Enta˜o>, <Sena˜o>]
para obter este tipo de escolhas. Podemos assim definir
u2 = Se[x(u1) 6= 0, V etor[(0, 1, 0)], V etor[(1, 0, 0)]].
Com estas escolhas temos que u1 e u2 sa˜o dois vetores linearmente independentes.
2. Definindo u3 por
u3 = [x(u1) 6= 0, V etor[(0, 0, 1)], V etor[Se[y(u1) 6= 0, V etor[(0, 0, 1)], V etor[(0, 1, 0)]]]].
Obtemos que u1, u2 e u3 sa˜o uma base de R3.
Vamos agora aplicar o processo da ortogonalizac¸a˜o de Gram-Schmidt para construir uma base
(q1, q2, q3) ortonormada de R3 em que q1 = u1. Para isso definimos sucessivamente
v1 = u1
v2 = u2 − u2.v1||v1||2 v1
v3 = u3 − u3.v1||v1||2 v1 −
u3.v2
||v2||2 v2
Ao fim destes passos temos uma base (v1, v2, v3) ortogonal de R3 em que v1 = u1.
Definindo
q1 = v1 = u1
q2 =
v2
||v2||
q3 =
v3
||v3||
obtemos que (q1, q2, q3) e´ uma base ortonormada de R3 em que q1 = u1. Com esta base formamos
no GeoGebra a matriz
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M =
 x(q1) x(q2) x(q3)y(q1) y(q2) y(q3)
z(q1) z(q2) z(q3)

cujas colunas sa˜o os vetores (q1, q2, q3). Definimos N = M
−1 atrave´s do comando
N = Inversa[M].
De seguida tomamos
S = M ◦Rx ◦N
em que Rx e´ a matriz rotac¸a˜o de aˆngulo θ em torno do eixo dos xx
Rx =
 1 0 00 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ
 .
Como
M
 10
0
 = u1
temos que
N (u1) =
 10
0

e por consequeˆncia a matriz S representa a rotac¸a˜o de aˆngulo θ em torno de vetor u1.
A rotac¸a˜o em torno do eixo AB pode ser obtida pela composic¸a˜o T ∗ S ∗ T−1 em que T e´ a
translac¸a˜o dada por T (P ) = P +A. Como consequeˆncia T−1(P ) = P −A.
Enta˜o a func¸a˜o F (x, y, z) que define a rotac¸a˜o de (x, y, z) em torno d AB e´ dada por (F1, F2, F3)
em que  F1F2
F3
 =
 x(A)y(A)
z(A)
 + S
 x− x(A)y − y(A)
z − z(A)
 (3.9)
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Para se aceder a` entrada da matriz S que corresponde a linha i e coluna j temos o comando
do GeoGebra “Elemento[S, i, j]”. Com este comando, atendendo a (3.9), podemos definir as
func¸o˜es (F1, F2, F3) como a seguir se indica
1. F1 = Elemento[S, 1, 1](x − x(A))+ Elemento[S, 1, 2](y − y(A))+ Elemento[S, 1, 3](z −
z(A)) + x(A).
2. F2 = Elemento[S, 2, 1](x − x(A))+ Elemento[S, 2, 2](y − y(A))+ Elemento[S, 2, 3](z −
z(A)) + y(A).
3. F3 = Elemento[S, 3, 1](x−x(A))+ Elemento[S, 3, 2](y−y(A))+Elemento[S, 3, 3](z−z(A))+
z(A).
Com os passos indicados anteriormente garantimos que as func¸o˜es (F1, F2, F3) so´ dependem dos
pontos iniciais A e B e do aˆngulo θ (que pode ser um seletor ou uma constante na construc¸a˜o).
Estamos assim nas condic¸o˜es de definir uma ferramenta “Func¸o˜espararodar” que, quando ativa,
nos permite obter as func¸o˜es (F1, F2, F3) sempre que se selecionar dois pontos e em seguida uma
constante ou um seletor.
Para definir esta ferramenta, ativamos o menu “Ferramentas” na folha gra´fica 3D e selecionamos
a` opc¸a˜o “Criar Nova Ferramenta”. Ira´ aparecer uma janela similar a` seguinte:
Figura 3.64: Opc¸a˜o “Criar nova ferramenta”
Na opc¸a˜o “Objetos Finais” selecionamos F1, F2, F3. Apo´s selecionar as treˆs func¸o˜es, podemos
verificar que na opc¸a˜o “Objetos Iniciais” temos A, B e θ. Acedendo a` opc¸a˜o “Nome e I´cone”
preenchemos o campo “Nome das Ferramentas” com “Func¸o˜esParaRodar”. Em seguida seleci-
onamos “Conclu´ıdo” para definir a ferramenta.
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Se tivemos uma superf´ıcie definida por
Superf´ıcieLateral[g1(t, u),
g2(t, u),
g3(t, u),
t, t0, t1,
u, u0, u1]
a rotac¸a˜o desta superf´ıcie de um aˆngulo θ em torno de dois pontos P e Q pode ser obtida
comec¸ando por criar as 3 func¸o˜es com a ferramenta “Func¸o˜espararodar”, e mudando o seu
nome para F1, F2, F3, a nova superf´ıcie que e´ a rotac¸a˜o de aˆngulo θ em torno de P e Q da
superf´ıcie anterior e´ dada pelo comando
Superf´ıcieLateral[F1(g1(t, u), g2(t, u), g3(t, u)),
F2(g1(t, u), g2(t, u), g3(t, u)),
F3(g1(t, u), g2(t, u), g3(t, u)),
t, t0, t1,
u, u0, u1].
No caso da base do cilindro temos que
g1(t, u) = u cos(t)
g2(t, u) = u sen(t)
g3(t, u) = 0
Como pretendemos rodar esta superf´ıcie em torno do eixo y = 1 e z = 0, escolhemos enta˜o
P = (0, 1, 0) e Q = (1, 1, 0). A seguir aplicamos a ferramenta “Func¸o˜esParaRodar” a P,Q e
θ = s2 . Sa˜o enta˜o geradas 3 func¸o˜es e, se renomearmos por F1, F2, F3, temos que a rotac¸a˜o do
disco pode ser obtida por
Superf´ıcieLateral[F1(u cos(t), u sen(t), 0),
F2(u cos(t), u sen(t), 0),
F3(u cos(t), u sen(t), 0),
t, 0, 2pi,
u, 0, 1].
Este processo foi aplicado para se reobter a planificac¸a˜o do cilindro, como se mostra a seguir:
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Figura 3.65: Planificac¸a˜o do cilindro com a ferramenta “Func¸o˜esParaRodar”
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3.4 12o ano
E´ no 12o que se faz uma abordagem a`s co´nicas como a intersec¸a˜o de planos com um cone ou
cilindro. Nesta secc¸a˜o vamos mostrar como o GeoGebra pode ser u´til na visualizac¸a˜o desses
objetos.
3.4.1 Secc¸o˜es no cone
No manual as diferentes secc¸o˜es co´nicas sa˜o introduzidas aos alunos baseadas em imagens
esta´ticas similares a` da figura seguinte:
Figura 3.66: Secc¸o˜es co´nicas
Tal como na secc¸a˜o (3.1.2), o GeoGebra 3D conte´m todos os ingredientes que permitem visua-
lizar as co´nicas descritas na figura acima de uma forma mais interativa e apelativa. Para isso
elaboramos uma construc¸a˜o no GeoGebra em que o utilizador, pela manipulac¸a˜o de seletores,
consegue manipular o plano e visualizar as curvas de intersec¸a˜o desse plano com o (duplo) cone.
Ao mesmo tempo que aparece na janela 3D a co´nica que e´ a intersec¸a˜o do plano com o cone,
numa janela 2D, pode ser observado se essa co´nica e´ uma elipse, para´bola, hipe´rbole, etc.
Apresentamos de seguida os va´rios tipos de co´nicas, fornecendo a indicac¸a˜o de valores para os
seletores a partir dos quais essas co´nicas podem ser obtidas.
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Figura 3.67: Secc¸o˜es co´nicas
1. Elipses
Uma elipse aparece para β = 36◦ e h 6= 0.
Figura 3.68: Elipse
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2. Circunfereˆncias
Uma circunfereˆncia pode ser obtida colocando plano na horizontal com β = ±90◦ e h 6= 0.
Para h = 0 a circunfereˆncia degenera num ponto.
Figura 3.69: Circunfereˆncia
3. Hipe´rboles
Uma hipe´rbole pode ser visualizada colocando o plano na vertical ou seja escolhendo
β = 0◦ e h 6= 0.
Figura 3.70: Hipe´rbole
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4. Duas retas concorrentes
Para o mesmo valor β = 0◦ exibido no item anterior, a hipe´rbole degenera em duas retas
quando h = 0.
Figura 3.71: Duas retas concorrentes
5. Para´bolas
Uma para´bola aparece quando β = ±30◦ e h 6= 0. No caso de h = 0 aparecera´ so´ uma
reta.
Figura 3.72: Para´bola
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A construc¸a˜o na figura 3.67 e´ obtida de modo ana´logo ao que foi feito na secc¸a˜o (3.1.2). Aqui
o cubo e´ substitu´ıdo por um cone. O (duplo) cone no GeoGebra pode ser obtido pelo comando
ConeInfinito[V,w, θ],
onde V e´ o ve´rtice do (duplo) cone, w e´ o vetor que da´ a direc¸a˜o do seu eixo e 2θ e´ o aˆngulo
abertura do cone (o aˆngulo entre w e´ uma geratriz e´ θ). Aqui escolhemos o V = (0, 0, 0),
w = (0, 0, 1) e θ = 30◦.
Alterando a opacidade do cone e do plano T , podemos realc¸ar a co´nica correspondente a` sua
intersec¸a˜o e deste modo dispensar a janela 2D das construc¸o˜es anteriores.
1. Elipses
Figura 3.73: Elipse “opacidade do cone = 0”
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2. Circunfereˆncias
Figura 3.74: Circunfereˆncia “opacidade do plano = 0”
3. Hipe´rboles
Figura 3.75: Hipe´rbole “opacidade do cone e plano = 0”
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4. Duas retas concorrentes
Figura 3.76: Duas retas concorrentes “opacidade do cone = 0”
5. Para´bolas
Figura 3.77: Para´bola “opacidade do cone e plano = 0”
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3.4.2 Secc¸o˜es no cilindro
O caso das secc¸o˜es co´nicas do cilindro trata-se de modo ana´logo ao tratado na secc¸a˜o anterior.
As construc¸o˜es seguintes resultam das construc¸o˜es ja´ elaboradas substituindo o comando “Co-
neInfinito” por “CilindroInfinito[O,w, r]” em que O e w definem o eixo do cilindro e r o seu
raio. Nesta secc¸a˜o vamos tomar O = (0, 0, 0), w = (0, 0, 1) e r = 2 a que corresponde o cilindro
de raio 2 e eixo o eixo dos zz.
1. Circunfereˆncias.
Temos uma circunfereˆncia quando o plano e´ perpendicular ao eixo do cilindro, ou seja
para β = ±90◦.
Figura 3.78: Circunfereˆncia
99
2. Elipses
Uma elipse, que na˜o seja uma circunfereˆncia, pode ser obtida desde que o plano na˜o seja
nem horizontal nem vertical, ou seja, para β 6= 0◦ e β 6= ±90◦.
Figura 3.79: Elipse
3. Duas retas paralelas Duas retas paralelas podem ser obtidas colocando o plano na vertical,
por exemplo para β = 0◦ e h = 1.
Figura 3.80: Duas retas paralelas
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O utilizador pode pressionar os boto˜es “Opacidade do cilindro = 0”, etc, como se mostra na
construc¸a˜o anterior e obte´m-se as figuras seguintes:
1. Circunfereˆncias
Figura 3.81: Circunfereˆncia “Opacidade do plano = 0
2. Elipses
Figura 3.82: Elipse “Opacidade do cilindro e do plano=0”
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3. Duas retas paralelas
Figura 3.83: Duas retas paralelas “Opacidade do cilindro = 0”
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Cap´ıtulo 4
Conclusa˜o
O ensino em Timor Leste (TL) e´ essencialmente baseado na replicac¸a˜o de conteu´dos constantes
dos manuais. O professor possui um manual e a partir dele transmite o seu conteu´do aos
alunos sem recorrer a outra fonte de conhecimento. Os manuais sa˜o fornecidos pelo governo
aos professores e aos alunos durante as aulas. Fora do hora´rio escolar atualmente as condic¸o˜es
econoˆmicas na˜o permitem que os alunos possuam qualquer manual ou livro auxiliar a na˜o ser
os apontamentos recolhidos durante as aulas.
A introduc¸a˜o das tecnologias de informac¸a˜o e comunicac¸a˜o (TICS) no ensino e principalmente
o acesso a` internet pode vir a mudar o paradigma do ensino em Timor Leste. O acesso a`
informac¸a˜o proveniente das TICS podera´ colmatar as lacunas da utilizac¸a˜o de manuais u´nicos
e replicac¸a˜o de conhecimento.
Atualmente comec¸a a surgir uma crescente utilizac¸a˜o de computadores na formac¸a˜o de profes-
sores. Espera-se que as condic¸o˜es econoˆmicas permitam que cada vez mais professores possam
introduzir o computador como ferramenta para a doceˆncia. No entanto, este crescimento na
utilizac¸a˜o de computadores restringe-se quase exclusivamente a` utilizac¸a˜o de processadores do
texto.
O querer utilizar ativamente as TICS em contexto da sala de aula foi o que me levou a elaborar
este trabalho baseado na ferramenta GeoGebra. As va´rias vertentes deste programa podem tor-
nar o ensino da matema´tica bem diferente do atualmente praticado em Timor Leste. Acredito
que a visualizac¸a˜o dos va´rios objetos (geome´tricos e na˜o so´) que ele fornece, aliada a` interati-
vidade da interface gra´fica e´ uma mais valia para o ensino da matema´tica em qualquer ano de
escolaridade.
A vertente da geometria 3D aqui abordada e´ talvez aquela para a qual existe menos informac¸a˜o e
materiais dispon´ıveis. Para a geometria bidimensional a base de apoio e´ enorme. Por este motivo
neste trabalho assumimos que o utilizador tem alguma familiaridade com as funcionalidades 2D
do GeoGebra. O cap´ıtulo 2 (pa´g. 7) representa um resumo das funcionalidades do GeoGebra 3D
que tive necessidade de utilizar na abordagem a`s tarefas propostas no cap´ıtulo 3 (pa´g. 45). Na˜o
era poss´ıvel neste trabalho descrever exaustivamente todas as funcionalidades do GeoGebra na
a´rea da geometria tridimensional. Espero que um professor que ja´ conhec¸a as funcionalidades
do GeoGebra 2D possa utilizar o cap´ıtulo 2 como ponto de partida para a aprendizagem das
potencialidades 3D do GeoGebra.
No cap´ıtulo 3 tentou-se criar materiais que pudessem dar uma maior interatividade aos conteu´dos
3D presentes nos manuais. Estas atividades podem ser utilizadas diretamente pelos professores
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desde que exista o suporte computacional na sala de aula. O n´ıvel de formac¸a˜o da maioria
dos professores de TL na˜o lhes permite a compreensa˜o imediata de como as va´rias construc¸o˜es
foram obtidas (por exemplo as planificac¸o˜es do cone e do cilindro). Por essa raza˜o esta˜o dis-
ponibilizadas na internet [9] (http://tube.geogebra.org/ ) todas as construc¸o˜es elaboradas neste
trabalho.
Quando este trabalho foi iniciado, o GeoGebra 3D tinha sido lanc¸ado ha´ menos de dois meses.
Desde esta data, as funcionalidades 3D foram sendo melhoradas. As te´cnicas utilizadas na
visualizac¸a˜o das secc¸o˜es co´nicas e secc¸o˜es de um cubo foram alteradas durante a elaborac¸a˜o
deste trabalho. A primeira abordagem recaia na utilizac¸a˜o de me´todos anal´ıticos para obter as
intersec¸o˜es das figuras com diferentes planos. Em Junho de 2015, uma atualizac¸a˜o do GeoGebra
veio a permitir prescindir da abordagem anal´ıtica e tornar muito mais fa´cil a elaborac¸a˜o de
construc¸o˜es nesta a´rea. Isto mostra a importaˆncia da constante atualizac¸a˜o do conhecimento
na a´rea das TICS nomeadamente no acompanhamento do progresso do programa GeoGebra.
Outras vertentes do GeoGebra podem ser aproveitadas para o ensino, nomeadamente em Timor
Leste. Dentro da a´rea de probabilidade e estat´ıstica (pa´g. 8), a versa˜o 5.0 do GeoGebra de
Dezembro de 2014 traz um novo mo´dulo que, tal como a geometria 3D, pode ser aproveitado no
contexto da sala de aula. Por falta de tempo neste trabalho na˜o abordamos este mo´dulo. Espera-
se que este trabalho tambe´m seja um trampolim para o estudo do mo´dulo de probabilidade e
estat´ıstica do GeoGebra.
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Lista de links das construc¸o˜es de GeoGebra
Figura 1.1 http://ggbtu.be/mUlLySe2z
Figura 2.5 http://ggbtu.be/mW5uHWtNM
Figura 2.6 http://ggbtu.be/mpy0jbQ2V
Figura 2.14 http://ggbtu.be/mz8NR2yj6
Figura 2.20 http://ggbtu.be/mXGLQOKiS
Figura 2.21 http://ggbtu.be/mAFCFa8fT
Figura 2.22 http://ggbtu.be/mSufeLh0L
Figura 2.23 http://ggbtu.be/mt4Sa7YCJ
Figura 2.24 http://ggbtu.be/mHKIIwVKS
Figura 2.26 http://ggbtu.be/mDTMrx8qj
Figura 2.27 http://ggbtu.be/mKJqeO9QE
Figura 3.3 http://ggbtu.be/mwdLfxwGX
Figura 3.4 http://ggbtu.be/mhK0StbzC
Figura 3.5 http://ggbtu.be/muQmXi1wT
Figura 3.6 http://ggbtu.be/mzIA3JMZx
Figura 3.7 http://ggbtu.be/mgV5qLUKc
Figura 3.8 http://ggbtu.be/mzlsqMupT
Figura 3.9 http://ggbtu.be/mFFLwapg7
Figura 3.10 http://ggbtu.be/mG0d5sJCZ
Figura 3.11 http://ggbtu.be/mh5kv80YE
Figura 3.12 http://ggbtu.be/mpTHlRCI6
Figura 3.13 http://ggbtu.be/mlvD4mYaC
Figura 3.14 http://ggbtu.be/murXzwinS
Figura 3.15 http://ggbtu.be/mulBen3n0
Figura 3.16 http://ggbtu.be/mCgkS1uly
Figura 3.17 http://ggbtu.be/mla3663AZ
Figura 3.18 http://ggbtu.be/mcdANOVgw
Figura 3.19 http://ggbtu.be/muYJSYs2Q
Figura 3.22 http://ggbtu.be/mesOGafLs
Figura 3.23 http://ggbtu.be/mtRURWAKm
Figura 3.24 http://ggbtu.be/mYXKYct2v
Figura 3.25 http://ggbtu.be/mAgN175qd
Figura 3.26 http://ggbtu.be/mkGj4SGLE
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Figura 3.27 http://ggbtu.be/mLdzTBhLV
Figura 3.28 http://ggbtu.be/mVnmFZGNd
Figura 3.29 http://ggbtu.be/mDeE1xBCu
Figura 3.30 http://ggbtu.be/mOllC5JqR
Figura 3.31 http://ggbtu.be/mKveZhDjq
Figura 3.32 http://ggbtu.be/mQT4XtQmp
Figura 3.33 http://ggbtu.be/mhTiTZRR9
Figura 3.34 http://ggbtu.be/mrKcyqNJr
Figura 3.35 http://ggbtu.be/mojZDHH21
Figura 3.36 http://ggbtu.be/mjktaDqEw
Figura 3.37 http://ggbtu.be/msU74pjFK
Figura 3.38 http://ggbtu.be/mtGFptija
Figura 3.39 http://ggbtu.be/mhtolLwgy
Figura 3.40 http://ggbtu.be/mLRIzF7Mg
Figura 3.41 http://ggbtu.be/mot1Ufnuo
Figura 3.42 http://ggbtu.be/muNjmlbfs
Figura 3.43 http://ggbtu.be/mk5u0OJKG
Figura 3.45 http://ggbtu.be/msa3Hjqso
Figura 3.46 http://ggbtu.be/mnotn0qr6
Figura 3.54 http://ggbtu.be/mmloZ8WbT
Figura 3.55 http://ggbtu.be/mA08qrK5T
Figura 3.56 http://ggbtu.be/mVoGX4jlW
Figura 3.57 http://ggbtu.be/mtm7ia7mi
Figura 3.58 http://ggbtu.be/mN1NKucAK
Figura 3.59 http://ggbtu.be/mg8TJpOse
Figura 3.60 http://ggbtu.be/mlX5R64Ev
Figura 3.62 http://ggbtu.be/mxwl4eanT
Figura 3.63 http://ggbtu.be/muvpPJVKf
Figura 3.65 http://ggbtu.be/mcpDocieS
Figura 3.68 http://ggbtu.be/mqgYQQgdI
Figura 3.69 http://ggbtu.be/mnVD7gkeg
Figura 3.70 http://ggbtu.be/mLkKESHie
Figura 3.71 http://ggbtu.be/myuOU5ZKH
Figura 3.72 http://ggbtu.be/mznuKvOvM
Figura 3.73 http://ggbtu.be/mHcBKmsXV
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Figura 3.74 http://ggbtu.be/mDTwzLZhH
Figura 3.75 http://ggbtu.be/mxRcRkipQ
Figura 3.76 http://ggbtu.be/mEhsiYls9
Figura 3.77 http://ggbtu.be/mKvaaBArb
Figura 3.78 http://ggbtu.be/mlggOXTFN
Figura 3.79 http://ggbtu.be/mNDetLCta
Figura 3.80 http://ggbtu.be/mqOnYj7rS
Figura 3.81 http://ggbtu.be/mwdULVqTL
Figura 3.82 http://ggbtu.be/mwDR3MvYg
Figura 3.83 http://ggbtu.be/mFNWeLp42
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